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1 Revisão de Álgebra Linear 


1.1 Espaços vetoriais 


Seja À um conjunto não vazio. Dizemos que À é um espaço vetorial real se e 
somente se os axiomas abaixo forem satisfeitos. 


Axioma 1. Existe uma função S : Ax Ar A S(a,b) = c na qual denominamos 
soma de elementos de A, ou simplesmente soma. Representamos a função S 
como a-+b, a soma de a e b. 


Axioma 2. Existe uma função M Rx Ars A, M(a,x) = d na qual denomi- 
namos multiplicação por números reais. Representamos a função M como ax, 
a multiplicação de a por x. 


Axioma 3. 4 função soma é comutativa, ou seja, Va,be A:a+b=b+a 


Axioma 4. 4 função soma é associativa, ou seja, Va,b,ce A:(a+b)+c= 
a+(b+c) 


Axioma 5. Existe um elemento O em 4 tal quea+0=a,Va € À 


Axioma 6. Para cada elemento a de A, existe um elemento —a tal que a + 
(=a) =0 


Axioma 7. VabeR exe 4, a(br) = (ab) 


Axioma 8. VocR ex,yve A, a(x+y) = ax +ay 


Axioma 9. VabeRexeA, (atb)r=arv+ba 
Axioma 10. Vxe A,lx=« 


Um espaço vetorial complexo possui os mesmos axiomas, com a diferença 
que os escalares são complexos. 


Exemplo 1.1. O conjunto de funções definidas em um intervalo, onde a soma 
de duas funções f e g é definida da forma usual f+g=f(a)+g(x),zxelea 
multiplicação na forma usual af = af(x),a ER, é um espaço vetorial. 


Demonstração. Sejam f, g e h três funções definidas em um intervalo 1 CR e 
a,beR. 


e Uma vez que f(x) e g(x) retornam números reais, a soma entre eles comuta 
e ambos são definidos em T, então f(x) + g(x) = g(x) + f(x) 


e A soma de números reais também é associativa, logo (f(x)+g(x))+h(x) = 


Fa) + (ala) + h(x)) 
e Dada uma equação f(x) +0(x) = f(x), encontramos um 0(x) = 0,Vax E T. 


e Podemos obter uma função (— f)(x) definida em T tal que f(x) +(— (x) = 
O fazendo (— (x) = (—-Df(a) = — f(x), Vz ET 


Como f(x) E R sempre que « € T, então a multiplicação com números 
reais é associativa e a(b - f(x)) = (ab) f(x) 


Sabendo que f(a),g(x) E R em qualquer x € 1, então a propriedade 
distributiva dos números reais também se aplica em a - (f(x) + g(x)) = 
a f(x) +a-g(x) 


Similarmente a propriedade distributiva se aplica em (a + b)f(x) = a- 


Ha) + db: f(x) 


Como 1 é o elemento neutro multiplicativo dos reais, então 1: f(x) = f(x) 


Teorema 1.1 (Unicidade do elemento zero). Em qualquer espaço vetorial há 
apenas um único elemento zero. 


Demonstração. Seja A um espaço vetorial. Suponha que tenha pelo menos dois 
elementos zero, 0 e 0”, em 4. A soma 040 pode ser calculada de duas formas: 
aplicando o axioma do elemento zero de forma que 0” seja o elemento neutro 
aditivo da soma; ou aplicando esse axioma de maneira que O seja o elemento 
zero da soma. 

Do primeiro jeito temos que 0+ 0” = 0. Do outro, usando o axioma da 
comutatividade, obtemos 0+0'=0'+0=0 

Portanto O = 0". Então todos os elementos zero de 4 são apenas um só. E 


Teorema 1.2 (Unicidade dos elementos simétricos). Em qualquer espaço veto- 
rial, cada elemento x admite apenas um único simétrico —x. 


Demonstração. Sejam —x e (—x:)' dois elementos simétricos de x E A, um espaço 
vetorial. Usando a definição de simétrico e o axioma da soma comutativa temos: 


c+(-2)=0=>2+(-0)+(-2)/=0+(-2) (1) 
= (r+(-2)) + (-2) = (-0) => —2 = (2). (2) 
Então todos os elementos simétricos de A são únicos. [| 


Teorema 1.3. Dado um espaço vetorial A, com x,y e A ea,beR, então as 
propriedades abaixo são verdadeiras: 


1. 0x=0 

2. a0=0 

3. (-ajze = —(ax) = a(—x) 

4. Seazx=0, logox=0ocua=0 
5 


. Sear=ay ea oO, logo x =y 


6. Sear=br ex 0, logoa=b 
7 —(e+)=(-0)+(-)=-2—y 
EE qua 


Demonstração. 1. 0x+0xz=(0+0)z=êOx. Somando o simétrico de 0x 
(cuja existência em A é garantida pelo axioma (6) em ambos os lados da 
equação: 0x + 0x + (—0x) = 0x + (-0x) => 02 +0=0 => 07 =0 


2.0+0=0 => a(0+0) = a0 => a0 + a0 = a). Somando o simétrico 
de a0 em ambos os lados da equação: a0 + a0 + (—a0) = a0 + (—a0) => 
a0+0=0 => a0=0 


3. Primeiramente usamos a definição de simétrico de ax e depois somar a(—«:) 
de ambos os lados: ax +(—(ax)) =0 => ax+(-(ax)) +a(-x) = 
a(—2) — ax +a(-x) + (—(ax)) = a(—a) 

E então: a(z+(-2))+(—(ax)) = a(—-x) => a0+(—(ax)) = a(-x) = 
0+(—(ax)) = a(-2) — —(ax) = a(—a) 

Para a outra igualdade: O = 0x = (a+(-a))x = ax + (-a)z, o que 
significa que (—a)x é um elemento simétrico de ax. Mas —(ax) também 
é um simétrico de ax, pois ax + (— (ax)) = 0. Como há apenas um único 
simétrico de ax, segue que (—a)x = —(ax) = a(—x) 


4. Seja az = 0. Sea £ 0, então |. (ax) = 1.0, o que implica (1 -a) x = 
0 lz=0 v=0 


E se a = 0, então ax = (O para qualquer elemento x de 4. 


5. Sear=ayeafo0,então l.(ar)=i-(ayje(i-ax=(Lay = 
lr=ly => 1=y 


6. Dado ax = br e x 0, somamos o simétrico de bz em ambos os lados da 
equação, e então: ax + (-br) = br + (-br) => ax+(-br) =0 = 
(a — bjz = 0. Usando a propriedade 4 e sabendo que « 0, resta que 
(a-b)=0 => a=b 


7. Usando a propriedade 3 com a = 1, temos que 1(—y) = —(1y) = —y = 
(—1)y. Então (=2) +(=9) = =2 + (=Dy = =2—(1y) =—-2— 4. Além 
disso, (244) = (U)le-+4) = (De+(-Dy=(12)- (19) =-2—y 


8. Primeiramente sabemos que =: — x = lx. Suponha que SL, x =na é 
válido para algum algum número n € N,n +41 > 1, como n = 1. Usando a 
definição de ARO com n+1 > 1, temos que sr 2=(Dt)+a, 
o que implica SE qT=na +a = (n+ 1)x. Então essa identidade está 
provada pelo princípio da indução Yn E N,n > 1. 


Dado um conjunto não-nulo B € A e ambos 4 e B forem espaços vetoriais, 
então denominamos B como um subespaço vetorial de 4. 


Teorema 1.4. Seja B um subconjunto de elementos do espaço vetorial A. B 
é um subespaço vetorial de A se e somente se a soma e multiplicação forem 
fechadas em B. 


Demonstração. Sejam x,y € B. Sabemos que os axiomas (3), (4), (7), (8), (9) 
e (10) já são satisfeitos em B, poisr,ye B => x,y € A. Agora introduzimos 
a hipótese de que as operações de soma e multiplicação são fechadas em B, 
satisfazendo os axiomas (1) e (2). Sabemos também que 0x = 0. Como a 
multiplicação é fechada, então segue que o elemento zero também pertence a B, 
satisfazendo o axioma 5. Analogamente, (—1)x = —x, o que implica —x € B, 
satisfazendo o axioma 6. 

E se B for um subespaço vetorial, então B é um espaço vetorial e portanto 
obedece todos os axiomas, incluindo o (1) e (2). 

Portanto B é um subespaço vetorial de A se e somente se a soma e a multi- 
plicação forem fechadas em B. E 


Definição 1.1. Seja «a um elemento de um espaço vetorial A e S um subcon- 
junto não-vazio de A. Se x pode ser escrito na forma 


n 


x = ) Cilki 


i1=1 


onde x;,1 <i <n são elementos do conjunto S ec; 1 <1<nmn são escalares, 
então dizemos que x é uma combinação linear finita dos elementos de S. 
Seja a um escalar e y uma outra combinação linear finita de S 


n 
= >, bit 
i=1 


Então 


n n n n 
T+ yY= > C;l; + > bjx; =— > Cili; + b;x; =— 3a + bit; 
4=1 gm] t=l, 


i=1 
n n n 
ax = as, CiXi; = > a(c;x;) = 3 (ac); 
i=1 i=1 i=1 
Portanto as funções soma e multiplicação são fechadas no conjunto formado 
por todas as combinações lineares de S, denotado como L(S), e portanto é um 
subespaço de A. Também chamamos L(S) de subespaço gerado por S. Se S é o 
conjunto vazio, definimos L(S) = 0. 


Definição 1.2. Seja S um subconjunto den elementos de A, x, E S,c E R,1I< 
1<n. Se a relação abaixo 


n 
) Cid; — 0 
i=1 


for verdadeira com pelo menos um coeficiente c; £ O então S é um conjunto 
linearmente dependente. Se esse for o caso, então a equação acima denota uma 
representação não-trivial do elemento zero. 

Um subconjunto S com n elementos de A é linearmente independente se não 
for dependente, ou seja 


n 
Siem=0 > WEeN,1I<i<n,ec=0 
i=1 
Em outras palavras, a única solução possível para essa equação é a com todos 
os coeficientes nulos. 


Corolário. Se0€E SC 4, então S é linearmente dependente. 


Demonstração. Seja S= (x; € A,1<i<n,x1 = 0) Então a equação 


n n n 
) C;iX; = Cjiy + ) cx; = c0+ ) cx; = 0 
i=1 1=2 1=2 


possui infinitas soluções não-triviais, como por exemplo c, ER,Vi:2<1i < 
n:c;=0. Logo S é linearmente dependente. E 


Teorema 1.5. Se S for um subconjunto linearmente independente com n ele- 
mentos e L(S) for o subespaço gerado por S, então qualquer subconjunto C com 
n + 1 elementos de L(S) é linearmente dependente. 


Demonstração. Sen = 1, temos S = (x1). Como S é linearmente independente, 
pela contrapositiva do corolário acima segue que «4 £ 0. Seja C um subconjunto 
com 2 elementos distintos de L(S), C = fyw,y>), ou seja y = Gr ey = 
cox1,01 £c9. Secy =0 ou cy =0, então C é dependente. Esec £0ec5 0, 
podemos encontrar a, e ao não simultaneamente nulos tais que 


mn +ay=0 > act tacr=0 = (asc; +asco)x =0 


Usando a = co) e az = —cy, resulta que a £ 0 e aa £ 0 e ao mesmo tempo 
a equação é satisfeita. Logo C é linearmente dependente. 

Provado o teorema para n = 1, usamos o princípio da indução para provar 
que também é válido para n > 1. 

Suponha que um subconjunto C que tem n + 1 elementos distintos de L(S), 
com S contendo n elementos, implica que C é linearmente dependente. Devemos 
provar que se S tem n + 1 elementos e C tem n + 2 elementos de L(S), então O 
é dependente. 

Sejam os elementos de C = fy;,1<i<n+2). Como CC L(S), segue que 
cada elemento de C pode ser escrito como uma combinação linear dos elementos 
de 5: 


n+1 


Yi = > Qijlj 
j=1 


Se existir algum ax; £ O para um certo |, então 


n+1 
Yk = GklXI + > kjXj 
Pie E 


a E a 
ZA id ed 
ar Pe = Qd + > lj 
kl 
j=1,jAl 


Subtraindo essa equação pela combinação linear de y;, temos 


a a, Aa 

il WUkj 

RL Das do Ut; (3) 
E dAidAR o 


E Oil . : Ed CR 
Isso significa que — yr — y; pode ser escrito como uma combinação linear de 
Gkl 


=(2;,1<j<n+1,j k) que é um conjunto com n elementos. Como S é 

independente, então S” € S também é independente. A equação (3) com à = k 
- 24. - 2, Qi 

não nos fornece nada útil. Então há n + 1 termos Edi — yi pertencentes a 


Cl 
I(S'). O conjunto destes então, por hipótese, é linearmente dependente. Logo 


há escalares b; não todos nulos tais que 


n+2 à 
) 
> dm -yw)=0 
i=1,i%k kl 
implica 
n+2 ás n+2 
l 
Domo D b=0 
i=1,i2k 1=1,i2k 
n+2 a; n+2 
A 
(A bidm— D bm=0 
i=1,i2k 1=1,i%k 


Essa é uma representação não-trivial do elemento zero pelos elementos de 
C, logo C' é linearmente dependente. 


E se não existir nenhum ax; £ O para um certo |, ou seja, ax = 0,Vk,1 < 
k<n+1, então 


n+1 
j=LjAL 


Como o conjunto S” = (r;,l<j<n+1,; £ kJ) tem n elementos, por 
hipótese, qualquer conjunto com n + 1 elementos ou mais é linearmente depen- 
dente, o que é o caso de € com n + 2 elementos, o que completa a prova. 

E 


10 


1.2 Bases e dimensão de espaços vetoriais 


Definição 1.3. Dado um subconjunto B de finitos elementos de um espaço ve- 
torial de A. Se B é linearmente independente e L(B) = 4, então denominamos 
B como uma base finita de A. Se A possui uma base finita ou for constituído 
apenas pelo elemento nulo, então dizemos que A tem dimensão finita. E se A 
não tiver uma base finita, nem A = (0), então A tem dimensão infinita. 


Teorema 1.6. Se o espaço vetorial A tem dimensão finita, então todas as bases 
finitas de A terão a mesma quantidade de elementos. 


Demonstração. Seja um subconjunto B uma base finita de 4 e que possui n 
elementos. Seja também um subconjunto C de 4. Se € possui m elementos, 
m > n, então o teorema (1.5) garante que CO é linearmente dependente, já que 
L(B) = 4 e B tem n elementos. Logo € não pode ser uma base finita se tiver 
mais do que n elementos. 

Então suponha que € tem m elementos, m < n, e que L(C) = A é verdade. 
Isso implica que B não pode ser uma base finita por ser linearmente dependente, 
também pelo teorema (1.5), o que contradiz a hipótese. Ou seja, L(C) £4,e 
portanto C não pode ser uma base finita. Resta que se C é uma base finita, 
então C' tem exatamente n elementos. E 


Definição 1.4. Se um espaço vetorial A tem uma base finita com n elementos, 
então dizemos que A tem dimensão n, ou dimA = n. E se A = (0), então 


dimA = 0 


Teorema 1.7. Seja A um espaço vetorial com dimensão finita e dimA = n. 
Logo: 


e Qualquer subconjunto linearmente independente de A é também um sub- 
conjunto de alguma base de A. 


e Qualquer subconjunto linearmente independente de A com n elementos é 
uma base de A. 


Demonstração. Primeira afirmação: seja B um conjunto linearmente indepen- 
dente de elementos de 4. Se L(B) = 4, então B é uma base. Caso contrário, 
existe algum elemento de A que não pertence ao conjunto de todas as com- 
binações lineares dos elementos de B. Seja x, € 4,7, É I(B). Seja também 
C = BU (2x1). Então C é linearmente independente. Se L(C) = A, então C é 
uma base de 4 na qual B € C. Caso contrário, existirá algum outro elemento 
12 € A,x2 É L(C). Como B nesse caso tem menos elementos que uma base de A 
(uma vez que B é linearmente independente), repetindo o processo de inserir um 
elemento independente resultará inexoravelmente em um conjunto linearmente 
independente D com n elementos no qual B é subconjunto. Se L(D) = 4, 
então D é uma base de 4. E se L(D) £ A, isso significa que existe algum outro 
elemento independente em 4, xn+1, O que significaria que DU fx,41) é line- 
armente independente, o que é um absurdo, pois qualquer conjunto com n + 1 


qu 


elementos de A é dependente, conforme o Teorema (1.5). Isso significa que D 
obrigatoriamente gera 4, e portanto B é subconjunto de alguma base D de 4. 

Segunda afirmação: se um conjunto independente D tem n elementos, então 
D é um subconjunto de alguma base B. Como dimA = n, segue que B tem n 
elementos. Como ambos os conjuntos possuem a mesma quantidade de elemen- 
tose DC B, segue que D = B e portanto D é uma base de 4. E 


Corolário. Dado uma base finita B = (a1,x2,%3,..,%Xn) de À, dimA = ne 
zEA, então só existe uma única solução dos escalares c; para a equação 


n 


X= ) Ci;lki 


1=1 


Demonstração. Com efeito, se x também puder ser representado por outros 
escalares d; na mesma base B, então 


n n 
X— ) dijx; — ) Cili 
i1=1 i=1 


e logo 


i=1 
Sl 


1=1 


Como o conjunto B é linearmente independente, segue que 
di — CC, — 0 


Então a solução dos escalares é única para uma certa base B. 


1.2.1 Componentes 


Dado uma base finita B = fe;,1 <% <n) de um espaço vetorial A de dimensão 
nezx E A então 


n 
X— ) C;ei 
i=1 
para alguns escalares c;. Podemos associar esses escalares a uma n-upla or- 


denada do Rº, (c1,c2,C3,...,Cn), e a base B à (e1,€2,€3,...,€n) do R”. Como o 
corolário do teorema (1.7) garante que só existe uma única solução dos escalares 
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c; para representar x na base B, então segue que o elemento x pode ser biu- 
nivocamente relacionado com a n-upla ordenada dos seus coeficientes sob uma 
determinada base. Então dizemos que a n-upla ordenada (c1,c2,C3,...,Cn) tem 
as coordenadas do elemento «x relativamente a base ordenada (e1,€e5,€3,...,€n). 

Note que se representarmos a base B em termos da base B, então obtemos 


n 


Cj =— ) ij Ci 


j=1 


onde 


o que implica que e; está relacionado à n-upla (0,1, 0,2, 0:35 ---, 0i,---,0in ), NO 
que resulta em uma n-upla com um 1 no índice à em — 1 zeros nos índices 
restantes. 


1.3 Produto interno e normas 


Definição 1.5. Seja A um espaço vetorial, x,y, w E A ez,meC. Seja uma 
função P:Ax A-SC,P(x,y) = 2. Dizemos que P é um produto interno se 
e somente se satisfazer os seguintes axiomas: 


Axioma 11 (Comutatividade). P(x,y) = P(y,a) 
Axioma 12 (Distribuição). P(x,y + w) = P(x,y) + P(x,w) 
Axioma 13 (Multiplicação). mP(x,y) = P(x,my) 
Axioma 14 (Positividade). P(x,x)>0 sex 0 

Note que P(x,2) = P(x,x), ou seja, P(x,x) ER. 


Corolário. mP(x,y) = P(ma,y) 


Demonstração. mP(x,y) =mP(y,a) = P(y,ma) = P(ma,y) E 
Corolário. P(0,0) = 0 


Demonstração. P(0,0) = P(0,0+0) = P(0,0) + P(0,0). Subtraindo P(0,0) de 
ambos os lados obtemos O = P(0,0) 
E 


Corolário. P(0,y) = 0 
Demonstração. P(0,y) = P(0-0,y) = 0P(0,y) = 0 n 


Denotamos o produto interno P(x,y) = z como (x,y) = 2. 

Se um espaço vetorial complexo A é provido de produto interno, então cha- 
mamos A de espaço unitário. Se A for um espaço vetorial real munido de 
produto interno, chamamos A de espaço euclidiano. 
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Exemplo 1.2. Seja A o espaço vetorial das funções complexas contínuas de 
uma variável definidas em um intervalo 1 = [0,0], w(x) uma função positiva 
contínua eml e f,g,he A. A função 


b 
P($.9) = (1,9) = | u(a)Ho)ale)ds (6) 
é um produto interno em A. . 
Demonstração. 
(£9) = Ji w(a)f(a)g(a)de 
= [o w(v)g(2)FHo)dr 
= [o w(v)g(2)fa)dr 
= (9,2) 


Seja z E C. Então 
b b 
fg=e ! ul) He)olodz = w(2) f(2)(m - 96) de = (7,m9) 


b b 
E= / w(2) f(2)f(e)de = / w(2)lf(2) do 


Como w(x) > 0 e f2(x) é contínuo e não-negativo no intervalo T, então 
w(x)f2(x) > 0 e podemos usar a propriedade das integrais positivas: 


b 
tf= E w(s)lf(e)Pde > 0 


Como o integrando é não-negativo, segue que a integral só é zero se w(1x) = O 
ou f(x) = 0. Sabendo que w(x) > O por definição, segue que (f, f) só é zero se 
f(x) for o elemento nulo. E se f(x) £ 0, temos 


b 
fo) = (Gf= j w(s)lf(e)Pde > 0 
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Teorema 1.8. [Desigualdade de Cauchy-Schwarz] Dado um espaço unitário A, 
segue que 
Ve, ye A: (ey |Ê< (2,2) (y,9) 
Demonstração. Sejam a e b dois escalares. Então 
(ax + by, ax + by) = (ax + by, ax) + (ax + by, by) (7) 
= (az, ax) + (by, ax) + (ax, by) + (by, by) 
=aã A a) +ba(y,x) +able,y)+bbly,y) >0 


Fazendo a = (y,y) eb=— (x,y), então a = (y,y) = (gy), b= — (x,y) = 
— (y,x) e dividindo a inequação acima por (y,y) temos 


2,9) (-(y,2)) 20 
y]-IteyP>o 


(87287) (2,0) E (9,2) (x,y) e (2,9) (y, M) E (= 
y x 
9,9) (2,2) > (x,y) |? 


(97087)) (2,7) Co = (y, M) (x,y) SF ( 7) 
( 


Corolário. 4 igualdade | (x,y) | = (y,y) (x,%) só é válida se e somente se os 
elementos x e y são linearmente dependentes. 


Demonstração. Se x e y são linearmente dependentes, então x = cy para algum 
escalar c e 


(9,9) (2,2) = (y,y) (cy, cy) 
= ce(y,y) (y,y) 
= [e- (yy)]-le- (y,9)] 
cly,y) | 
= |(y, ey) |º 
= | (y, 2) |? 
= |(2,y) |? (Módulo não altera com o conjugado) 


Por outro lado, se |(x,y) |? = (y,y) (x,x), então há duas possibilidades: x 
ou y é o elemento nulo, o que torna x e y dependentes; ou então nenhum dos dois 
é o elemento nulo. Neste caso, substituindo a desigualdade na demonstração do 
teorema de Cauchy-Schwarz (8): 


Ve,ye Alloy P< (m,2)- (9,9) (8) 


pela igualdade em (7), concluímos que 
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(ax + by,ax + by) = 0 


Pelo axioma (14), isso só é possível se 


ax + by = 0 


Mas também sabemos que a = (y,y) eb= — (x,y). Então 


ax +by= (gy rx (2,y)-y=0 


Por hipótese, y £ 0, o que implica em (y,y) £ O. Isso significa que encon- 
tramos uma solução não-trivial para a combinação linear de x e y igual a zero. 
Logo x e y são dependentes. 


E 
Note que como (y,x) = (x,y), segue que a soma 
(2,9) + (x,y) = (2,4) + (y,2) 
pertence aos reais e também 
(2,9) + (y,x) = 2Re (x,y) (9) 
Isso também significa 
lz—gÉ=(2—-mz—y) 
2 2 
= Iolf — (2,9) — (y,0) + yl 
= Ie]? — 2Re (2,9) + Ilyllê (10) 


1.3.1 Norma 


Definição 1.6. Dado um espaço unitário A, definimos a norma ||x|| de um 
elemento x € A pela equação (11): 


Ixll= (2,2) (11) 
A desigualdade de Cauchy-Schwarz pode ser reescrita como 


x,y) | < el: ly] (12) 


Teorema 1.9. Seja A um espaço unitário, m um escalar e x,y E A. Então: 
1. I|lxll=0 see somente sex =0 
2. Ixll>0 sex £0 (Positividade) 
3. Ilexlj = lel- 1/2] 


4. le+yll<Ix+Iy (Desigualdade triangular) 
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Demonstração. 1. Sex=0,logo |x|= |joll= (0,0) =0 


E se ||x|| = 0, então |jx|) = (2,2) = 0, o que implica (x,x) = 0. Pelo 
axioma (14), temos que (x,x) = 0 só é possível se q = 0. 


2. Ixll = v(x,x). Como (x,x) > 0 sex £ O (axioma (14)), então 
v(v,x)>0elz|>0sezxzo. 


3. |lcx]l = (cx,cx) = Vcetx, x) = vÍel? (2,2) = [el (2,2) = el Ia] 


2 
A r+yf = (t+yr+y) = (t+mao+tr+yy = (2,2) + (gm) + 
(en) + (9,9) = xP +lyP+(3y, 2) + (2,1). Pela desigualdade de Cauchy- 
Schwarz, | (y,2)| < Iyllllzll e |(2,9) | < Ixllllyll. Como (y,2) = (x,y), 
segue que (x, y)+ (y, x) é um número pertencente aos reais, que é um corpo 
ordenado. Portanto, juntando as duas inequações de Cauchy-Schwarz, 
temos (x,y) + (y, 2) < |x|llyll + |lx1!|ly)l = 2]/71]]19/]]. Substituindo a soma 
ê 2 2 2 
na equação do quadrado da norma obtemos ||x + yl|º = ||x||é + Ilylló + 
2 2 2 ! 
(4,2) + (x,y) < Il + Iyl[É + 2]lx]lIlyll = (ll + I|91/)*. Aplicando a raíz 
quadrada ao resultado resulta em |jx + yl| < |jx|| + ||y|| 


Definição 1.7. Dado um espaço euclidiano À, o ângulo O entre dois elementos 
não-nulos x,y e A:x+£0,y 0 é definido da seguinte forma: 


(x,y) 
Hx): ly] 
Uma vez que | (x,y) | < lx] - ||y||, segue então que 


cos6 = 9 € [0,7] 


| sy) o 
esta => ft] — 12 pis 


Sabendo que a função cosseno é bijetora no intervalo [0,7] na imagem [—1,1], 
então conclui-se que O é único para cada par de elementos não-nulos de 4. 


Teorema 1.10. Dado um espaço euclidiano A, a norma de um elemento x E A 
pode ser dado pela expressão 


|| = NE | (39, 2)| 


Demonstração. Se x = 0, rapidamente temos O = supy,j=1 | (Y,0)| = 0. 


Agora suponha x £ 0. Seja y = 2 Então 


le!) 


IzlÊ = (2,2) 


tel (ope) 


= Ilell- (y, x) 
< Ixll- sup |y, 2] 
Iyll=1 
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ou seja, 


|| < FE |(9,2)] (13) 


Por outro lado, a desigualdade de Cauchy-Schwarz nos diz que 


[ty 2) < Iyll hell < 1/2) 


e isso inclui 


sup |(y,2)] < ||) (14) 
yll=1 


Juntando as duas inequações (13) e (14), temos 


lxll= sup |(y,2)] 
yll=1 


1.3.2 Ortogonalidade 


Definição 1.8. Em um espaço unitário A, dizemos que x E A eye A são 
ortogonais se e somente se (x,y) = O. Um subconjunto BC A se diz ortogo- 
nal se Yx,y E B, (x,y) = 0. Um conjunto ortogonal O pode ser chamado de 
ortonormal se Vx E C, xl = 1 


O axioma (14) garante quese x e A: (x,1)=0 => 1 =0,o que significa 
que o elemento nulo é o único elemento ortogonal a ele próprio. 

Além disso, o corolário do axioma (13) garante que (0,1) = 0, ou seja, todos 
os elementos do espaço unitário A são ortogonais ao elemento nulo. 


Teorema 1.11. Qualquer conjunto ortogonal B de elementos não-nulos de A 
é linearmente independente. E se A tiver dimensão finita, dimA = n e B tem 
n elementos, então B é uma base de A. 


Demonstração. Sejam x; € B,1<1% <n os únicos elementos de B e possuem a 
propriedade (x;,x;) =0 sei £j. Dado a equação 


n 
) Cili; — (0) 
1=1 


com os coeficientes c; desconhecidos, podemos aplicar o produto interno 
nesse somatório com qualquer elemento zm de B: 


> CilisUm) = 0 
i=1 


Usando os axiomas (12) e (13), obtemos 
i=1 
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Como os elementos são ortogonais entre si, então só restará 1 termo não-nulo 
do somatório, o termo em que à = m, e então 


Cm: (Cnsbm) = 0 


Por definição, nenhum dos elementos de B é o elemento nulo, o que implica 


em (Em, Um) £ 0, o que resta Gn = O cm = O. Varrendo m de 1 a 
n obteremos Vi: 1 <%i<mn:c;=õO0, oque implicaque B é linearmente 
independente. 

Se dim A = n, n o número de elementos de B, então, pelo teorema (1.7), B 
forma uma base de 4. B 


Exemplo 1.3. Seja A o espaço unitário das funções de uma variável definidas 
no intervalo [0,27] e o produto interno definido no exemplo 1.2 com a = 0 e 
b= 27. Seja também o conjunto BC A formado pelos elementos 


uo(x) = 1 ugn-i(x) = cos(na) usmlx) =sin(nx) ,paran=1,2,3,.. 


Sem £n, então 


j Et aa 


Demonstração. Sejam m e n números inteiros distintos maiores do que zero. 
Como m e n são distintos, então 2m e 2n são números pares distintos e 


uan(x) = sin(nx) usm(x) = sin(ma) 


Seja 14 o produto interno (uzn (1), u2m(1)). Realizando integração por partes 
duas vezes, obtemos: 


2m 
h = [ sin(na)sin(ma)da (15) 
0 
= 
27 € 27 do 
= —sin(nax) gostam) cos(na)cos(ma)da (16) 
mM 0 0 mM 
—————— 
=0 
27 
=[ n- cos(na) psp) dx (17) 
0 m 
sin(ma) di e e 
=-—n-cos(na) mê Fá mê sin(na)sin(ma)da (18) 
===>» 
=0 
2 
n 
=" (19) 
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2 


n Rs Ee E 
Portanto temos 1, = — - 1. Como m e n são diferentes por hipótese, então 
m 


segue que 1 = 0. 
Como n e m são números distintos, então 2n — 1 e 2m — 1 são dois números 
ímpares distintos e 


un (x) = cos(na) usm-i(x) = cos(ma) 
Seja 15 o produto interno (usn-1(1), u2m-1(2)). Observando a equação (16) 


de 14 e considerando que 1 = 0 sen £m então: 


2m 
b = / cos(na)cos(ma)da = 1 - CG 
0 


n 


Continuando, 2n e 2m — 1 são números distintos, uma vez que um é par e 
outro é ímpar, então: 


usn(x) = sin(na) usm-i(x) = cos(ma) 


Seja 13 o produto interno (usn(x),usm-1(x)). Realizando integração por 
partes duas vezes obtemos 


27 
Ts = [ sin(na)cos(ma)da 
0 


27 
= Ei sin(nax)cos(ma)da 
0 
(ma)[” q in(ma) 
= sin(na) a -[ nº cos(na) DT gy 
m 0 m 
E 
=0 
27 
27 2 
=(-1)- |-n- cos(na) ae di e sin(na)cos(ma)da 
m 0 m 
0 
> 
=0 
n2 27 
— e) sin(nax)cos(ma) 
2 
n 
Oi, 
m2 é 


n2 


m 


Por fm, sen =0em 0, temos os índices possíveis são O e 2m ou O e 
2m-—1. 
No primeiro caso temos 
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uo(a) = 1 usm(x) = sin(ma) 


Seja 14 o produto interno (uo(x), uzm(x)). Então 


27 
1 
14 =[ 1-sin(ma)da = dos (qm) = Goslmim) =—"(1-D)=0 
0 m m m 
0 27 
No segundo caso: 
uo(x) = 1 usm-i(x) = cos(ma) 
Seja 15 o produto interno (wo(x), usm-1i(x)). Logo 
27 ( ) ai 
1, = / 1-cos(ma)da = add = 0 
0 ars É 


Portanto, dado quaisquer dois inteiros não-negativos distintos n” e m”, inde- 
pendente de serem par ou ímpar, o produto interno entre um: e um' é igual a 
0. 

E 


Isso significa que todos os elementos do conjunto B são ortogonais dois a dois 
e B é, então, um conjunto ortogonal. Visto que a função nula não pertence ao 
conjunto ortogonal B então, pelo teorema 1.10, B é linearmente independente. 


Teorema 1.12. Seja A um espaço unitário de dimensão finita n que possui 
uma base ortogonal B = fe1,e2,e3,...,€ny. Seja também um elemento q E A 
que pode ser escrito como uma combinação linear de B: 


n 
X— ) C;jê€i; 
i=1 


Então todos os escalares c;, | < à <n podem ser encontrados usando o 
produto interno: 


(4) 


Co = 
' (e;, ei) 


Demonstração. Seja o termo (e;, x) o produto interno entre o elemento de índice 
1 da base B e o elemento x. Então: 


n n n 
(eim) = (es à Ckeh) = A (e;, Chek) = Zur (ex, €;) = ci; (e;,e;) 
k=1 k=1 
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onde a somatória na última expressão foi simplificada sabendo que B é um 
conjunto ortogonal. Obtemos então: 


Se x,y E À são elementos cujos coeficientes já são conhecidos e há uma base 
ortogonal B = (e1,€2,€3,...,€n), então 


(x,y) = (D ces) diei) 
i=1 i=1 
=> (cer) die) 
k=1 i=1 
== o > (Ckek, dmem) 
k=1m=1 
= > >, rem (Ent) 
k=1m=1 


Se a base ortogonal B também for uma base normalizada, ou seja, Ve; € B: 
Ile;|| = 1, o que implica (e;,e;) = |leil|? = 1, então 


(2,9) =D q dio; (21) 


Isso significa que se A for um espaço real (onde T; = c;), então podemos 
calcular qualquer produto interno entre 2 elementos de um espaço unitário qual- 
quer fazendo o produto escalar entre as n-uplas dos coeficientes desses elementos 
relativos a uma base ortonormal qualquer. 

Uma vez que a n-upla ordenada dos escalares que representam o elemento 
x pode ser relacionada a um único elemento do R” (o mesmo para y), segue 
que podemos considerar apenas a n-upla dos coeficientes, relativos a uma base 
ortonormal, para calcular o produto interno, independentemente de como este 
foi definido. 


Teorema 1.13. Seja A um espaço unitário de dimensão finita n que possui 
uma base ortonormal B = (e1,e2,€3,...,en+. Então Ve,y E A: 
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E no caso particular « = y: 


IzllÊ = (ei, x) |? 


Demonstração. Conforme a equação (21), se B é ortonormal, c; são as compo- 
nentes de x e d; as de y, ambas em relação a B, segue que 


Teorema 1.14 (Desigualdade de Bessel). Seja A um espaço unitário de di- 
mensão infinita e B um conjunto infinito de elementos ortonormais (e1,e2,e3,...). 
Então Vx E A: 


(6,0) 


x | (es a)|Ê < Ile] 


Demonstração. Do axioma (14) e da equação (10), é válido Yn > 1: 


2 n n 
0 < |az — o (es x)e;] = (=-3) (e;, 0) ei, 2-3) nabo) 
i=1 i=1 i=1 
n n 2 
E [ES — 2Re (23 (e, 2) “) ar > (65,2) ei 
i=1 i=1 
A última norma pode ser calculada usando a equação (21): 
n 2 n n 
> desse) = (> (enter D (eua) “) 
i=1 i=1 i=1 
== E (65,2) (5,0) 
i1=1 
- 2 
=> | (ea) (22) 
1=1 


23 


e portanto 


0 < Ilx|? — 2Re (3 enapos) ES | (es, x)? 
i=1 i=1 

<a 223) Ro (x, (e5,%) EE 
i=1 i=1 

< lx] “23 Re (e; 1) (x,€;) + te 
i=1 i=1 

< Ie “25 |ena) +S esaf 
i=i i=1 

<Iz j 


3 lena 


no que implica 
n 


> ei, x) < Io 


i=1 


Fazendo n — co, a demonstração estará completa. 


1.4 Ortonormalização de Gram-Schmidt 


Teorema 1.15. Sejam x1,%2,%3,... finitos ou infinitos elementos pertencentes 
a um espaço unitário A. Seja também L(x1,...,tn) o espaço gerado pelos n 
primeiros elementos daquela seguência. Para todo n > 1, existe uma sequência 
vi, Y2,Y3,--. de elementos pertencentes a A tal que: 


1. yn é ortogonal aos elementos y1, y2, Y3; ,Un-1 (e portanto é ortogonal a 
qualquer elemento de L(y, y>,Y3,.., YUn-1)) 


2. L(y,..sYn) = L(a1,...,4n) 


3. Se existir uma outra sequência de elementos w1, wa, ws,... de À que obedeça 
os itens 1 e 2 acima, então para todo n existe algum escalar cy tal que 


Un = CnYn 


Demonstração. Definimos y = 1x1. Os outros elementos y-41, 7 > 1, serão 
definidos pela fórmula 


Yr41 = Lryi — > ii (23) 


i=1 
onde os escalares a; ainda são desconhecidos. No caso particular r = 1, 
temos 
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yr = Y = To — ay 


Então 


(yi,y2) = (Wi 72— ay) = (Wi xo)— (naty) = (m,x2) — a (m1,71) 
Queremos que (41,42) = 0, o que implica 


(21,22) 
(aa, z1) 

Suponha que os elementos 1; são ortogonais entre si. Seja y;, j) <r um 
elemento intermediário de y a y-. Então o produto interno de y; com yr+1 é 
dado por 


(rr) —al(r,%)=0 => a = 


4d é) 
Uri) = (tr —D amy) = (Bj La) — (Up) aim) = 
1=1 1=1 
Tr 


= (Yj,Zr41) — D (js MY) = (Ujo Tr+1) — aj (Yj, Yj) 
1=1 


Como j £r+1, então y; L Y41 € 
(Up yr41) =0 => (yj, Tr4y1) — az (yj,Y;) =0 


(Ujs Xr+1) 
(yj> Yj) 

Se porventura y; = 0, pelo corolário do axioma (13), y; será ortogonal a 
todos os outros elementos. Então a escolha de a; é arbitrária e definimos a; — O 
para este caso. 

Isso significa que existem escalares a; tais que y-+1 Seja ortogonal a todos 
os demais elementos e, portanto, também o é para o espaço gerado 


Aj = 


Ly, “aa Yr) 


provando assim o primeiro item do teorema, com n=r +1. 
Dado que hn = 11, segue que L(y) = L(x1). Então suponha que 


Ly... yr) = L(g,..., &y) 


para algum r > 1. Sabemos que os primeiros r elementos y; estão em 
L(ay,...,x,), e portanto também os estão em L(x1,...,Xr,Xr+1). Sabemos que, 
pela equação (23), y-+1 é uma combinação linear de x,.,1 e dos elementos y;, 
que por sua vez estão em L(a1,...,Xy, %r+1). Segue que 
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L(y, o) Yrs Yr+1) - L(ar, or RE) 


Similarmente, da equação (23) obtemos 


r 
Tr = Yr41 + se ii (24) 
i=1 
O que significa que x, ,1 é uma combinação linear dos r + 1 elementos y; e 
portanto 


(os, cs Tr; Tr41) Ç Ly, ces Bro Ur4t) 


Logo L(x1,...,tr,Zr41) = L(y,...,Yr,Yr4+1), provando o segundo item com 
n=r+1. 

Por indução, conseguimos encontrar mn elementos y; tais que obedeçam os 
dois primeiros itens. 

Sejam y! outros elementos que satisfaçam os dois primeiros itens do teorema. 
Sabemos que y) = 1x1 = 1-3)». Suponha que y. = by para algum r > 
1. Como L(y,..., Wai) = Elm, es Xry1) = Ely, .o,Yr41), Segue que 9,4; E 
Ly, “o Yr41) e 


r+1 r 


Yry1 = JE Ciyi = > (cmi) + CoYr41 = Zr + CoYr4A 
i=1 i=1 


a CeAaA 

Pelo primeiro item do teorema, os elementos y;, 1 < 1 < rr, são ortogonais 

a Y+1, OU seja, (2r,Yr+1) = O. Além disso, 2, é ortogonal a y/.,1, visto que 
y+1 é ortogonal a L(y4,...,!y.), logo, pelo segundo item, também o é para 2, € 


Lay... Ur). 
Calculando o produto interno de z, com ele mesmo obtemos 


(Zr, Zr) — TR) = Cri pd E (rs Van) EE (Zr, Cr4iYr+1) =0 
ea ia? à Nena pen 
=) =0 


Pelo axioma (14), segue que 2, = 0 e portanto y.,, = Cry1Yr+1. Logo o 
item 3 foi demonstrado pelo principio da indução. 
E 


Se yr+1 = 0, segue que 


dl 
Tr+1 = ) Gi Yi 
i=1 
ou seja, x,+1 é uma combinação linear dos primeiros r elementos y;, que 


por sua vez geram o mesmo espaço que os primeiros r elementos x;. Isso im- 
plica que o conjunto fx1,...,z,41) é dependente. Pela contrapositiva dessa 
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conclusão, temos que se fx1,...,Xr4+1+ é independente, então todos os primeiros 
r + 1 elementos y; são não-nulos. Neste caso, obtemos uma sequência de n ele- 
mentos ortogonais y; não-nulos de um espaço unitário conhecendo n elementos 
x; independentes entre si desse mesmo espaço. Isso pode ser feito usando essas 
fórmulas: 


r is Tr 
y = Yr41 = Yr41 — > tr “W parar=1,2,3,..,n-1 (25) 
i=1 vo Jv 


Essas equações descrevem o método de Gram-Schmidt para encontrar um 
conjunto ortogonal de n elementos. Uma vez que o conjunto B = (x1,...,Ynk 
é linearmente independente, então B é uma base de um espaço unitário À de 
dimensão n. Como o conjunto C = (y,,...,Yn) é ortogonal, então, pelo teo- 
rema (1.11), € também é uma base de 4. Logo o método de Gram-Schmidt 
também serve para encontrar bases ortogonais de qualquer espaço unitário de 
dimensão finita. Isso implica no teorema a seguir. 


Teorema 1.16. Todo espaço unitário que possui dimensão finita tem uma base 
ortonormal. 


Para encontrar uma base ortonormal, basta usar o método de Gram-Schmidt 
para obter uma base ortogonal e então dividir cada elemento pela sua respectiva 
norma. 


1.4.1 Projeções 


Seja A um espaço unitário de dimensão n e C € A um subespaço unitário de 
A com dimensão k < n. Pelo teorema (1.16), € tem uma base ortonormal 
B=t(e,...,er+. Sjabe 4, b0. Sek =n, então b pode ser gerado pela base 
B. Sek<n,oube L(B) oub g L(B). No primeiro caso, b pode ser gerado 
por B. Mas se b € L(B), nenhuma combinação linear dos elementos de B pode 
gerar b. 

Entretanto, nesse caso é possível encontrar um elemento w E L(B) tal que a 
norma ||b — «|| seja mínima. Seja ey, 1 um novo elemento gerado pelo método de 
Gram-Schmidt em (23) com x,4,1 = b. Isso significa que a nova base ortogonal 
B' = (eí,...,er+1+ gera b. Logo 


b = Ck41€Ck41 +... + crer (26) 


Seja w o elemento cep +... + ciey € L(B). Substituindo na equação (26) 
obtemos 


b = cre HU (27) 


Então 
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(D, ck+1€h4+1) = (Ch 1Ch41 FW, Ch41Ch+1) 


Cr (D, Cx41) = 


Ch+1Ck+1,Ch+1€h+1) + QU, Ch 41 CR+1) 


Ch41 (D, ex41) = Chy1 CHI (er+1, Ch41) + (W, Cry 1 Ck41) 


Uma vez que a base B” é ortogonal, segue que 
q , 


(w, Crr16k+1) = O 


Logo 
Cha (D, €h41) = Ch4 1] exsa |? 
(b, Ck+1) = centers)? 
(D, ex+1) = Errilex+a|? 
e b 
fenya 6) = ck (28) 
lex+ll 


Conhecendo b e ck+1€k+1, então encontramos w: 


w=b- cre (29) 


Uma propriedade de w é que ele é único, pois se 


, 
w =b-— dee 


então 


w—w =b- crrek+, —b+ des1Ck+1 
w—w' = (dey — Chy1)ex+1 
Mas (w — w”) não possui componente ex,1 já que (w — w”) E L(B), o que 


implica que o escalar dy,1 — Ck+1 é nulo, ou seja, w = w”. 
Lembremos ainda a equação (23): 


k 


€k+1 = b— Je (e;,b) ei; 


i=1 


Então a equação para w fica 


k k 
w=b— (o (e;,b) est) S (1 (e;,D) «) 
1=1 i=1 


Note ainda que 
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k k 
bw (5-5) ento) [1-» tenta) 


i=1 
Aplicando o produto interno de algum elemento em da base B com be 
lembrando que todos os elementos de B estão normalizados, obtemos 


k k 
(emb) = (em, wW) + (om (o- >, (e;,D) cb) . [o- > (e;,b) “)) 


= ema w) + 


“[(em,b) — (emb) (em, em)] 


= (emw+(b—S (esbbeb)-[(emb) — (em,0)] 


E (em, W) 


Uma vez que 


temos então 


Outra propriedade de w é ser o elemento de L(B) tal que ||b — w|| é mínimo. 
Para um z € L(B), note que 


b—-z= dk Ck+41 +u 


para algum escalar dy, 1 e algum elemento u E L(B). dk+1 £ 0, pois b— z É 
I(B) eb-—- ze I(B'). A norma ||b — z|| é minimizada quando u = 0, ou seja, 


b— 2 = dee 
z=b— de+1€Ck41 (30) 
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Comparando as equações (29) e (30) e sabendo que w é único, então con- 
cluímos que z = w e dky1 = Ck+1, € portanto w é o elemento de L(B) que 
minimiza a norma |/b — ww|]. 


Definição 1.9. Dado uma base ortonormal B = (e1,...,ex) de um subespaço 
euclidiano ou unitário CU de À, dimÃ =n, k <n, ex um elemento de À, então 
o elemento 


k 


projç 2 = o (e;, %) e; (31) 


i=1 


é a projeção de « no subespaço C. 


Podemos supor também a seguinte expressão, com y; sendo qualquer ele- 
mento não-nulo de 4: 


(Ui, 2) y = (Vis 2) Yi 
(oi yo) o yill- Ilyil 
Ma 
Tal”? Tal 
= (fx) Yi (32) 


onde % é o elemento y normalizado. E então 


k 


k 
projor=5 (Ga) 9 =) ey (33) 


i=1 i=1 (is Yi) 
onde O = Ly, Rs + YkJ). 
Comparando com o método de Gram-Schmidt, o próximo r + 1 elemento 
ortogonal é obtido pela diferença entre z,,1 e a projeção de z,,) em O = 
L(y,...;yr!). Então podemos reescrever a equação (25) como 


Yr41 = Lr41 — projo(Lr+1) (34) 


1.4.2 Exemplos de polinômios ortogonais 


Exemplo 1.4 (Polinômios de Legendre). Seja A, o espaço euclidiano dos po- 
linômios de grau menor ou igual an, e o produto interno entre dois elementos 
f eg de A, seja dado por 


1 
(1.9) = Haja(o) da (35) 
—- 
Uma base que pode ser utilizada para o método de Gram-Schmidt é a base 


canônica E =fa;, 0<i< n),ondea;=x'. Sabemos queyo = aq =1"=1. 
Pela equação (25): 
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y = À 0o= 
(vo, 0) (1,1) 
1 
(1,4) =[ q da = 
E 
y =L 


(mn, ao) 7 (yo; ao) 0 = 22 
(y1, y1) (yo, 0) 


Ya = d2 


1 3 9 
1,22) = Ps Ra RR 
(1,22) fa a=5) =5 
= 
1 
aay= de =2 
—1 
1 
Pa es 
(2, 43) (y1, 03) (yo, 43) 
Yo 


Yy3 = à3 ya 1 
(y2, 2) (gi, 1) (yo, Yo) 


is (2º 5) (me (he), 


1 , gº E 
(1º — a) = / q —- D dr=0 (função ímpar em intervalo simétrico) 
Et 


3 3 
1 É 9 
(aay= [ vi da — =— 
nd 5 

= 

1 

1 

2 
(2,0) = [ de= Sl ES 
ba nen: 


e assim sucessivamente. 
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Uma vez que pelo axioma (13) um múltiplo de ym também é ortogonal a 
todos os outros elementos y;, então temos a faculdade de mudar arbitrariamente 
a norma (desde que |lyill 0) desses conforme a conveniência do problema 
tratado. 

No caso dos polinômios de Legendre, há uma conveniência de fazer P;(1) = 1 
para todos os elementos. Para fazer isso, basta multiplicar cada polinômio y; 


por 


Visto que 
2 2 
vo(l)=1 n(l)=1 ga(l)= 3 ya(1) = 5 
Então os primeiros 4 polinômios de Legendre na conveniência discutida são: 
3 1 5 3 
Po(lo)=1 P(x)=r Pa) = 57” o Ps(x) = 57º E 


Exemplo 1.5 (Polinômios de Hermite). Seja A, o espaço euclidiano do exem- 
plo (1.4) e o produto interno entre dois elementos f e g de A, seja dado por 


=  Ha)gta)do (26) 


— 00 


Usaremos a mesma base É utilizada no exemplo (1.4) para gerar os po- 
linômios ortogonais. 
Primeiramente sabemos que 


y=a9=4º=1 


0 sen é ímpar 
É nau? ! 
K tte * dy = pis, sen é par (37) 
E = 
2 
Então: 
(y0, 41) PA rte? da 0 
y = — "Yo = l=1—->— = 2 
(Yo, Vo) (Yo, Vo) (yo, Vo) 


32 


(yo, 42) ] (11,2) : 
(oyo) ans) 


(yo; 42) = er de= vz 


—00 


Yo = 42 


0 Read 
5 (Yo, 43) (y1, 43) (y2, 43) 
Y3 = à3 
(Yo, Yo) (Yi, 31) (2, Y2) 
(0,43) = (uat)= | ge” dr=0 
se Ar 4/7 3/7 
(y1,a3) = (x, j=f[.a e é de= Z(S) 4 
= = Se 2 42 o 21/7 O VT 
(yi,y1) = ma=[.. e dz = 22 (2) o. 
1 Se RR 
(y2, 03) = (x -2e9=[ ve” dy 5) ge” dr=0 
3v'7 
y3 = 2º — = 
D) 
3 
med 


E assim sucessivamente. 


Em outras aplicações, os polinômios de Hermite se encontram ortogonali- 
22 


- a - PR. EM . 2 fe 2 
zados em relação à função peso e” 2 ao invés de e? 


x 
. Fazendo « = —= na 
v2 


equação (37), obtemos 


oo oo , n 
/ re” de= 5| (=) ta 
gs VD ss ANO 
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us, 
[0] 
foi 
a. 
Il 
0 
| 
O) 
N— 
3 
+ 
m 
T— 
2 8 
8 
3 
q 
I 
Nho 
[o 
8 


E então, se quisermos alterar a função peso do produto interno da equação (36) 


22 . - A % EPA . 
para e” 7, podemos usar as projeções da base canônica já encontradas anteri- 
ormente e usar a seguinte fórmula: 


D0 2 00 2 
/ g"e” 7 dr= va f a”e” de 
o, — oo 


x 


Ens NT NE EE dd 
Isso significa que se os polinômios com o peso e já estiverem ortogona- 


z2 
lizados, então para encontrar os polinômios ortogonais com o peso e” 7 basta 


; : i+9+1 
(Yi, Q5) 2 Es V2i-i 


; po 
(gg) PEV qa 


multiplicar cada projeção 
Exemplo 1.6 (Polinômios de Laguerre). Seja A, o espaço euclidiano dos exem- 


plos (1.4) e (1.5) e o produto interno entre dois elementos q e O de An seja dado 
por 


(6,8) = / “e zb(a)b(a) de (28) 


Os dois primeiros polinômios ortonormais gerados pela base canônica E = 
LL ss SÃO 


Devemos observar que 


(6.6) 
/ e“da=-e” 
0 


Seja t uma constante positiva em relação a x. Fazendo x = tz”, obtemos 
dr=tdv',v5S0 > 750, 12-500 >> 7 —S 0 e 


= (39) 


0 
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Aplicando o operador ç a ambos os lados da equação (40) e mudando a 


variável muda x! para x, obtemos 
2 


D0 5 1 
/ -ge " dr=—5 
t2 

0 


oo 1 
Ei ge dr= 5 (41) 
t2 
0 


Aplicando o operador novamente na equação (41), temos 


e 1.2 
f ge “dy = E (42) 


Fazendo t = 1, chegamos na expressão 


d a”e “dr =n! (43) 
0 


E então podemos calcular os seguintes produtos internos 
(0,0) 
(1, x) = re “dr=11=1 
0 


a,y=[ e“dr=0=1 
0 


Dessa forma, podemos calcular os outros polinômios: 
y=r—1 


2 (= 18) 
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(e—-Le-D=(2,0)-— (gb (1,90)+ (1,1) 


=[ merda [ see do + [ e” dr 
0 0 0 


=21=2:(1)+40! 
di 
tg = 
(1D)=1! 


=7º-4242 
2 3 
3 (7º — 47 42,xº) 5 
4x +2 
SAO É Ba 
-1 3 1 3 
p= Lo= 1) 1) 


(2? -40+2,2%)=5!-4-(4)+2-(3)=36 


472 +2,7º 47 +2)=4]-8+(3) +20+ (21) — 16x (11) +4x (0!) 


(r-1,x)=41-3!=18 
(1,4ºy=31=6 
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(7º - 4x +2)-18-(x- 1)—-6-1 


=27º- 9472 +36 —18-182+18-6 


=21º 972 + 182 —6 


E assim sucessivamente. 


Em certas finalidades, os polinômios de Laguerre precisam obedecer a pro- 
priedade y;(0) = 1, Vi > 0. Fazendo «x = 0 nos polinômios encontrados acima, 
obtemos 


yo(O) = 1 

yi(0) = —1 

ya(0) = 2 

ya(0) = —6 
2) 


Note que yn(0) = (—1)”nl! para os 4 primeiros polinômios. Embora ainda 
não seja possível demonstrar essa relação para todos os infinitos polinômios 
descobertos acima pelo método de Gram-Schmidt, ainda é possível obter finitos 
polinômios naquela conveniência fazendo 


1.5 Transformações Lineares 


Definição 1.10. Seja T:V 5 W uma função que leva os elementos de um 
espaço vetorial V para elementos do espaço vetorial W, ambos sobre o mesmo 
corpo K. Se T obedecer as propriedades da linearidade, 


LT(rty)=T()+T(y), VeyeV 
2. T(cex)=cT(x), VrxeV;Vce K 
então T é chamado de transformação linear de V para W. 


As duas propriedades podem ser combinadas pela equação (44) 


T(cr+dy)=cT(a)+d(y), Vr;yeVVedeK (44) 


Suponha que para um certo n > 1 a seguinte equação seja válida: 
i=0 i=0 
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Então 


n n n+1 
T ((% des) + dnsttos = [> des) + dai T(tn+1) — e: diT(x;) 
1=0 


1=0 1=0 


Por indução, a propriedade da equação (44) pode ser estendida para um 
número arbitrário de elementos e escalares dados pela equação (45). 


Exemplo 1.7 (Transformação identidade). Seja V um espaço vetorial qualquer. 
Afunçãol:VSV, I(x)=z, VrxeV éuma transformação linear, pois 


o Iixo+zm)=to+mÔ- =I(xo)+I(m) 
e I(ca)=cr=ci(a), para todo escalar c 


Exemplo 1.8 (Transformação nula). Seja V um espaço vetorial qualquer. A 
função T:VSV, T(x)=0, VxeV éuma transformação linear, pois 


º T(xo +21) =0=0+0= T(xo) +T(x1) 
e T(cx)=0=c0=cT(x), para todo escalar c 


Exemplo 1.9 (O operador derivada). Seja V o espaço vetorial das funções 
deriváveis em um intervalo 1 de uma variável. O operador D que leva uma 
função f deV a sua derivada f" é uma transformação linear, visto que a deri- 
vada também possui as propriedades da linearidade. 


Exemplo 1.10 (O operador integral). Seja V o espaço vetorial das funções 
integráveis em um intervalo TI = [a,b] de uma variável. O operador T que leva 
uma função fe V a F da seguinte forma 


Pl = [ tada! a<ar<b 


é uma transformação linear, já que a integral possui propriedades da linea- 


ridade. 


1.5.1 Núcleo e imagem 


Teorema 1.17. Seja T uma transformação linear de V para W. Então as duas 
propriedades seguintes são válidas: 


1. O conjunto imagem T(V) é um subespaço vetorial de W. 


2. À aplicação de T no elemento nulo de V leva ao elemento nulo de W. 
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Demonstração. Sejam x,y € V, a e b escalares. Então 


aT(x) +bT(y) = T(ax + by) E T(V) 


o que prova o primeiro item. 
Seja vo o elemento zero de V e wo o elemento zero de W. Então 


Nesta e na próxima seção, pressuponha que T seja uma transformação linear 
de V para W. 


Definição 1.11. Designa-se núcleo de T o conjunto N de todos os elementos 
de V tais que T(N) = (0h. 


Teorema 1.18. O núcleo de T é um subespaço vetorial de V. 
Demonstração. Seja x,y € N, a e b escalares. Então 


aT(x) + bT(y) = T(ax + by) 
Mas 


aT(x) -0 
0 


a 0 
bT(y) = b- 0 


Logo 


T(azx+by) =0+0=0 


o que implica ax + by E N. 


Denominamos o Núcleo como N(T). 


Exemplo 1.11. O núcleo do operador derivada é composto por todas as funções 
constantes no intervalo T. 


Exemplo 1.12. O núcleo do operador integral é composto unicamente pela 
função nula. 
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1.5.2 Nulidade e ordem 


Se a dimensão do núcleo da transformação linear T' for finita, então denomi- 
namos dim N(T) a nulidade de T. Se a dimensão da imagem T(V) for finita, 
denominamos dim T(V) a ordem de T. 


Teorema 1.19. Se V tem dimensão finita, então T(V) tem dimensão finita e 
dim N(T) + dim T(V) = dim V (46) 


Demonstração. Seja o subconjunto C = (eo,e1,...,er+ uma base para o núcleo 
N(T) associado a V, de dimensão n. Uma vez que o núcleo é um subespaço de V, 
então dim N(T) < dim V. Além disso, pelo teorema (1.7), C faz parte de alguma 
outra base de V, B = (eo,€1,...,€Ck, Ck+1,---,Ck+r+. Pelo teorema (1.7), k+r = 
n. Seja y um elemento qualquer de T(V). Então existe algum x E V tal que 
T(x) = y. Como x € L(B), temos que 


k r+k 
Xv =— Doce; + >, Ci; ei; 

i=0 i=k+1 

Pela linearidade de T: 
k r+k k r+k 
yu=T(a)=T [» sa) +T > sa) — nes ciT(e;) + >, ciT(e;) 
i=0 i=k+1 i=0 i=k+1 
k 
Uma vez que T(e;)=0se0<i< k, então se ciT(e;))=0€e 
i=0 
r+k 
= o ciT(e;) 
i=k+1 


o que implica que qualquer elemento da imagem pode ser gerado pela trans- 
formação das combinações lineares do subconjunto A = fery1,...,Ck+r), de 
dimensão r. Em outras palavras, D = (T(ery1),...,T(eryr)) gera T(V). 

Para mostrarmos que T(V) tem dimensão finita, é preciso encontrar uma 
base finita de T(V). Usando o subconjunto A na definição (1.2) obtemos 


r+k 


>> aT(e)=o0 
i=k+1 
r+k 
i=k+1 
Mas nenhum elemento gerado por 4 = (ek41,...,€k+r+ aplicado por T 


pode ser igual ao elemento nulo (exceto ele próprio), visto que nenhum destes 
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pertencem ao núcleo. Sabendo do segundo item do teorema (1.17), a única 
alternativa restante é que 


r+k 

> die; =0 

i=k+1 

Mas 4 é um conjunto linearmente independente, uma vez que, pelo teo- 

rema (1.7), é um subconjunto de um conjunto independente B. Logo d; = 
OVi, k+1 <i<k+r. Consequentemente D = (T(ex1),...,T(ex+r)+ é 
linearmente independente. Isso significa que pela definição (1.3), D é uma base 
finita de T(V), e portanto T(V) tem dimensão finita. Sabendo que D tem 
dimensão r e que k +r = n, segue que 


dim N(T) + dim T(V) = dim V 


1.5.3 Operações algébricas com transformações lineares 


Definição 1.12. Sejam S:V 5 WeT:V5W duas transformações lineares 
de mesmo domínio V. Seja também c um escalar de W. Definimos T+ S ecT 
respectivamente como a soma e o produto por escalar da seguinte forma: 


(T+HS (a) = T(x) + S(x) cT=cT(a) VreV (47) 


Se o escalar c for de um corpo comum a ambos V e W, então denominamos 
L(V, W) o conjunto de todas as transformações lineares de V em W. 

Ambas as transformações T + S e c7 pertencem a L(V, W), o que significa 
que as operações de soma e produto são fechadas. Além disso, possui uma 
transformação 0: V 5» W, O(x) =0€ W tal que T(x) + O(x) = T(x) para 
toda transformação em L(V, W), e ainda uma transformação simétrica (—1)T : 
Vo wW (-DT(ax) = 0- T(x) tal que T(x) + (—-DT(x) = 0(x) para cada 
T(x) e L(V, W). Os demais axiomas do espaço vetorial são satisfeitos, uma vez 
que V e W são espaços vetoriais. Isso culmina no teorema a seguir. 


Teorema 1.20. O conjunto L(V,W) de todas as transformações lineares de V 
em W com as operações de soma e multiplicação dadas pelas equações (47) é 
um espaço vetorial. 


Definição 1.13. Sejam U,V eW conjuntos ceasfunçõesT:U 5 VeS:V's 
W. A composição ST é definida por 


ST:USW ST(a)=S(T(x)), VxeU 


Teorema 1.21. Dadas as funções T:U5SV S:V5WeR:Wo5 X é 
verdade que 


R(ST) = (RSJT 
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Demonstração. Ambas as transformações R(ST) e (RSJT possuem domínio em 
U e imagem em X. Ainda 


R(ST) = RIS(T(x))] = R(S(T(x))) Ver eU 
(RST = (RS(T(x)) = R(S(T(x))) Ver eU 
Logo R(ST) = (RS)T. E 


Definição 1.14. Seja T:V 5 V uma transformação linear. Definimos as 
potências não-negativas de T da seguinte forma: 


T(ax) ,sen=0 
FA) Tr i(a)) ,sen>0 


onde I(x) é a transformação identidade do exemplo (1.7) en é um inteiro 
não-negativo. 


VxeV 


Observe que 
TT =T(T(a)=T"(a),sen=0 


TT" — TT) = Peq) — qrHlqn=l 


Dado que n é um inteiro não-negativo, existe algum inteiro não-negativo 7 
tal que n — r = O. Repetindo o processo acima r — 1 vezes obtemos 


qmrrqnor p= qr+rpo = mar 
Mas n-—-r=0 => r=n, logo 
qrárpno-r Es qman —s TMpn E qman 


Teorema 1.22. Dado os espaços vetoriais U,V eW cujos escalares são de um 
corpo comum K, seas funções T:U5sVeS:V5W forem transformações 
lineares, então a função ST:U + V é também uma transformação linear. 


Demonstração. Dado x,y eU ece K, temos 
ST(a+y) = HT(a+9)) = S(T(2)+T(g)) = S(T(a)+S(T(g)) = ST(a)+ST(9) 


ST(cx) = S(T(ex)) = S(cT(x)) = eS(T(x)) = eST(x) 


Teorema 1.23. Dado os espaços vetoriais U,V eW cujos escalares são de um 
corpo comum K, as transformações lineares ST e L(V,W) ece K. Então é 
verdade que 
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1. Para qualquer função R cuja imagem é subconjunto de V, tem-se 


(S+DR=SR+TR e (cJR=c(SR) 


2. Para qualquer transformação linear R:W 5 U, tem-se 


R(S+MD)=RS+RT e R(cS)=c(RS) 


Demonstração. Para o primeiro item, suponha que y pertence ao domínio de R. 
Então 


(S+DR=(S+T((y) = S((y)) + TUR(y)) = SR+ TR 
(cS)R = (cS)(y)) = eS(R(y)) = (SR) 


Para o segundo item, suponha que x € V. Então 
R(S+T) = R(S(x) + T(2x)) = R(S(2x)) + R(T(x))“ = RS + RT 


R(eS) = R(cS(x)) = cR(S(x))“ = c(RS) 


** R é uma transformação linear. E 


1.5.4 Inversas 


Definição 1.15. Sejam V eW conjuntos e a função T:V 5 W. Uma função 
L:T(V) 6 V tal que MT(x)) = x, VzeV é chamada de inversa esquerda de 
T. Uma função R:T(V) 5 V tal que T(R(y)) =y, Vy e T(V) é dita inversa 
direita de T. 


Teorema 1.24. Seja a função T:V 5 W. SeT tem uma inversa esquerda, 
então ela é única e também é uma inversa direita de 7. 


Demonstração. Suponha que Ly: T(V) 5 VeLs: T(V) + V são duas inversas 
esquerdas de T. Então 


Ld(T(x)=ar e L(T(x))=r VrxeV 


Subtraindo as duas funções obtemos 


Dado que a relação e os domínios de L, e Ls são iguais, então podemos 
afirmar que a inversa esquerda L de T, se existir, é única. 
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Além disso, supondo que T(x) = y (o que também implica L(y) = «) e 
aplicando T no resultante de L obtemos 


TT) = T(L(y)) = T(x) VreV 
Reescrevendo a equação anterior, 


TU(y) =y Vye T(V) 


o que significa que a inversa esquerda de T também é uma inversa direita de 
T. E 


Teorema 1.25. Uma função T:V+5 W só possui uma inversa esquerda se e 
somente se T for injetora, ou seja 
T(x1)=T(a2) = my = 
Se T for injetora, chamamos-a de biunívoca em V. 


Demonstração. Se T possui uma inversa esquerda L, então dado x,,x2 E V 
temos que 
T(x1) = T(x,) => (T(x1)) — I(T(xs»)) => Ty — Lo 


Por outro lado, suponha que T(x1) = T(x2) => 11 = 2. Seja a função 
L:T(V) 6 V, L(y) = x talqueT(x) = y. Se T(x1) = T(x>), então (T(x1)) = 
I(T(x>)). A função só pode existir se x) = 12, O que é assegurado, uma vez 
que T(x1)) =T(x,5) = 1, =. Visto que (T(x)) =x, Vx € V, então L é 
uma inversa esquerda de T, o que completa a prova. E 


Definição 1.16. Seja a função T:V 5 W biunívoca em V. Então a função é 
dita invertível e a sua única inversa esquerda representa-se por T-1. 


Teorema 1.26. Seja a transformação linearT:V 5 W,TeL(V,W). Então 
são afirmações equivalentes: 


1. Té biunívoca em V. 
2. T é invertível e T-1 é uma transformação linear. 
3. N(T) = (0) 


Demonstração. Provando (1) => (2). Se a transformação linear T é biunívoca 
em V, então pelo teorema (1.25) T tem uma inversa esquerda T”!. Além disso, 


THT(2) + T(u2)) = THT(ay + 2) 


=7 +12 
=THUT(ea)+TMT(x)) Vea eV 
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T(cT(a)=TMT(er))=ce=cr(T(x)) para todo escalar ceVx e V 


Logo se T é linear e biunívoca, então a sua inversa esquerda TT! também é 
linear. 

Provando (2) => (3). Suponha que T seja invertível e que T! é linear. 
Suponha também que para algum x E V, T(x) = 0. Aplicando a inversa em 
T(x) resulta 


T(T(x)) = T"(0) 
q =0 
A condição T-1(0) = 0 é garantida pelo teorema (1.17), visto que T! é 
linear. Consequentemente, T(zr) =0 => z=0,ou seja, N(T) = (0h. 
Provando (3) => (1). Agora se uma transformação linear T:V 5 W, Se 
L(V, W) possui a propriedade N(T) = (0), ou seja, T(x) =0 => z=0 para 
qualquer x € V, então 


T(a — 2x9)=0 >> q —19=0 
T(a1) = T(as) =0 => 2 =4%9 
T(a1) = T(as) => Mp =Ta Vas, xo ev 

o que caracteriza T como biunívoca. Portanto, uma afirmação implica nas 
outras, o que significa que são equivalentes. E 
Teorema 1.27. Seja a transformação linear T:V 5 W,Te£L(V,W) e 
dimV =n. Então são afirmações equivalentes: 

1. Té biunívoca em V. 

2. Seo conjunto (e; 1 <i < k) é independente, então o conjunto (T(e;),1 < 

i<k) é independente. 
3. dm T(V) =n 
4. Seo conjunto fe;,1 <i <n) é uma base de V, então o conjunto (T(e;),1 < 


i<n) é uma base de T(V). Em outras palavras, T leva uma base de V 
para uma base de T(V) 


Demonstração. Provando (1) => (2). Seja c; os escalares (desconhecidos) 
tais que 
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Pelo teorema (1.26), T biunívoca implica N(T) = (0), ou seja 


> Cj; — 0 
i=1 

Por hipótese, o conjunto fe;,1 < 1 < kl é independente, o que significa que 
c=0,V,1<i<k,e portanto o conjunto (T(e;),l < 1 < kl também é 
independente. 

Provando (2) => (3). Agora suponha que se o conjunto (e; 1 <i<n) é 
independente, (T(e;),1 < 1 <n) também é independente, com k = n. Suponha 
também que T'(x) = O para um certo «x E V. Pelo teorema (1.7) e sabendo que 
dimV = n, então o conjunto (e;,1 < à < n) é uma base de V e logo « pode ser 
escrito de tal maneira: 


n 
X— ) di;ei 
i1=1 


logo 


i=1 i=1 

Se o conjunto fe;,1 < à < n) é independente, por hipótese (T(e;),1 <i <n) 
também é independente, no que implica d; = 0, Vi, 1<% <n. Mas isso implica 
quer =0seT(x)=0. Ou seja, N(T) = (0) e dim N(T) = 0. Sabendo que V 
tem dimensão finita, então pela equação (46) do teorema (1.19) temos que 


dmT(V) =dmV=n 


Provando (3) => (4). Agora suponha que dim T(V) = n para um espaço 
vetorial V de dimensão n e que A = fe; 1<i<n) é uma base de V. Então 
qualquer base de T(V) tem n elementos. Seja o conjunto B=(T(e;),1<1i < 
ny € T(V). Sejam os n escalares d; tais que 


n k 
SJáirte) =0 = 7 (Bau) 0 
1=1 1=1 


Como V tem dimensão finita e dim T(V) = n, então dim N(T) = 0, ou seja, 
N(T) = (0), no que implica 


k 
Side =0 
1=1 


Mas o conjunto À é uma base, e portanto é independente, no que d; = 0, 1 < 
1 <n,ou seja, B é independente. B também tem n elementos, então B é uma 
base de T(V). 
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Provando (4) => (1). Suponha que um conjunto A = (e;,1l<1<n) 
ser uma base de V implica que o conjunto B = (T(e;),l <i < n) também é 


uma base de T(V). Suponha que para algum x, e «3 de V a relação a seguir é 
válida: 


T(a1) = T(xo) (48) 


Podemos escrever x; e x2 da seguinte forma: 


n n 
T1 = > Qi; Ci To = > die; 
i=1 i=1 


Aplicando na equação (48), obtemos 


3a; — bi)T(ei;) =0 


i=1 
Mas se 4 é uma base de V, então por hipótese B também é uma base, 
em particular é independente. Isso significa que a; = b;, Vi, 1I<1<ãhnn. 
Pelo corolário do teorema (1.7), isso implica que x, = x2. Portanto, T(x1) = 
T(x,) => 11 = x», 0 que significa que T é biunívoca em V. 
E 


1.5.5 Transformações lineares no formato matricial 


Seja uma C matriz C = AB, onde A e B são matrizes de ordem n. Em todo o 


texto, a multiplicação de matrizes será o produto escalar das linhas 4 com as 
colunas de B, ou seja 


Cj =D ab; 
k=1 
Teorema 1.28. Dado duas matrizes A e B é válido 
(AB); = AB; 


onde B; é a i-ésima coluna de B e (AB); é a i-ésima coluna de AB. 


Demonstração. 
41 12 +... Gin bri Gi 
à dd +... Gn boi Cai 
AB; = e “Lo. [=| . | =(4B)i 
An1 Ang ... Ann bai Cni 
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Seja T:M, + M, a transformação linear 


T(A) = BA 
onde M, é o espaço vetorial das matrizes de ordem ne 4,B E M,. Usando 
a convenção da multiplicação de matrizes: 
(BA)ij = (BT, A;) 


onde BT é a i-ésima coluna da transposta de B (ou, em outras palabras, a 
linha à de B) e o produto interno é definido da seguinte forma: 


(BT,A;) => bina; 
k=1 


Então podemos escrever a i-ésima coluna de BA como 


n 


(BA); = s. (BZ, Ai) dk 


k=1 


Com isso, defina S:V, + V, a transformação linear 


SAp= DA; (49) 


onde V, é o espaço das matrizes colunas de n elementos, 4; E V, e B uma 
matriz quadrada de ordem n. Pelo teorema (1.28), S(A;) = (BA); e portanto 


n 


SHA)=>, (BF, Ai) -Ik 


k=1 
T(A) = (S(41), S(42),..., S(An)) (50) 
Em particular: 
T() = (S(h),S(15),..., Sn) = BI=B (51) 


Isso significa que se conhecermos todos os elementos S(I;) com | <i <nm, 
então obteremos a matriz B e, consequentemente, a transformação linear T fica 
totalmente conhecida. 

Mais do que isso, qualquer transformação linear pode ter uma representação 
matricial dada pela equação (49). 

Pelo teorema (1.26), se a transformação linear T:V + V é biunívoca em 
V, então T possui uma inversa T-!, e esta também tem uma representação 
matricial. Definamos T(A) = BA e T-!(C) = DC, onde A e € denotam as 
colunas contendo em ordem as coordenadas dos elementos a e c respectivamente 
(equivalentes matriciais). Então 
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T(A) = BA 
TMT(A)=T(BA) 
A=DBA 
Esse resultado só é possível se DB = IT. Analogamente, podemos realizar 


o mesmo cálculo, porém fazendo uso de que a imagem de T é o seu próprio 
domínio: 


PA = DA 
T(T'(A)) = T(DA) 
A = BDA 


Isso só é possível se BD = T. E então está provado que 


B! =D ocuequivalentemente D!=B 
E então podemos enunciar o próximo teorema. 
Teorema 1.29. Dada uma transformação linear T biunívoca cuja imagem é 


o seu próprio domínio, a matriz que a representa é a inversa da matriz que 
representa sua transformação inversa T-1. 


Exemplo 1.13 (Mudança de base). Seja ps Vo V uma transformação 
linear que leva as coordenadas de um elemento x E V relativas à base B para 
as coordenadas relativas à E. Como E leva uma base de V para outra base 


de V, pelo teorema (1.27) fe é biunívoca e portanto tem uma inversa. Pela 
representação matricial: 


IÊ (a) = [le 
Agora seja E; Vis V que leva as coordenadas relativas à E para B: 
Tá(a) = [je 
Por definição, isso significa que x = [1 Talié x. Analogamente, az = Epa 


e portanto (nais = Ué. 


1.6 Determinantes 


Uma matriz M,xn pode ser biunivocamente reinterpretada como uma n-upla 
de matrizes colunas A; de m elementos cada (ou semelhantemente n-upla de 
m-uplas). Ou seja, 
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q11 412 3 cc Gn 


a Goa  Qd23 ... Qd 
M = ag1 as2 as3 eisdE A3n — (41, Ao, Ag,..., An) 
Amil Ama Am3 da Amn 
onde 
Ati 
Agi 
A,= Qgi Yi I<i<n 

Ami 


Nesta seção, todos os elementos 4, estão ordenados na n-upla de modo que 
seus subíndices à estão na ordem crescente da esquerda para a direita, exceto 
quando alguma coluna for permutada. 


Definição 1.17. Seja uma função det: Mp +» C, onde M, é o conjunto das 
matrizes de ordem n, Maxn. Denominamos det de determinante se satisfazer 
os seguintes axiomas: 


Axioma 15 (Homogeneidade). 
det(...,tAp,.. J=tdet(...,Ap,...) MEC VkI<k<n 
Axioma 16 (Aditividade). Para toda matriz coluna C de n elementos: 
det(..., A; +C,...)=det(...,Ap,.. J+det(...,0,...) VkI<k<n 


Axioma 17 (Dependência). 


LI 


det( As, ...4 An) =0 se k | Ay — Aa 


Axioma 18 (Normalização). O determinante da matriz identidade 1 é 1, ou 
seja 
Ori 
doi 
detI=1,ondel=(h,...,I),l=|% | Wl<i<n 


Ôni 
89 =| O, seij 


1, sei=3 


Teorema 1.30. Uma função det satisfazendo os axiomas de (15) a (17) também 
satisfaz: 
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1. det(As,..., An) = 0 se Ap = 0 para algum k 
2. det(..., Ap, Aps1,...) = — det(..., Ap41,4k,...) Vk|I<k<n 
3. det(.. Ar. )J=-—det(...,A,,...,4p..00) Vk£r 

4. det(A,...,An)=0 se Xi), itj|A=A; 

5. det(...,Ap,.. )=05€ Ap =) GA 


iZk 


Demonstração. (Primeiro item) Seja M = (...,Ap,...) com Ap = 0, a ma- 
triz coluna nula. Seja também A) uma matriz coluna qualquer. Então, pelo 
axioma (16) da aditividade 


det(..., 4 +0,...) = det(..., Aj,.. )+det(...,0,...) 
Ve em 


det M = det(..., Aj,...)— det(...,Aj,.. )=0 


(Segundo item) Sejam M = (..., Ap, Apr, Je M' = (..., Apr, Ap). 
Então 


det M + det M' = det(..., Ap, Ap41,...) + det(..., Ari, Ap...) 
E det(. A + Ari, Ae + Apt, ) (axioma 16) 
= (0 (axioma 17) 


Logo 


det M = — det M' A det(..., Ax, Ak41,-..) =— — det(..., Ap41, Ak,--.) 


(Terceiro item) Seja a matriz (..., Ap,..., Ap...). Permuta-se cada co- 
luna vizinha à esquerda de A, com ele próprio e percorrendo até trocar de 
posição com Ap. Cada troca muda o sinal do determinante (item 2 do teo- 
rema 1.30) e, portanto, o sinal do determinante no final das trocas será igual 
a (—1)"-*. Para o elemento 4, chegar à antiga posição de A,., é necessário 
trocar r — k — 1 vezes, de modo que o determinante com as duas colunas tro- 
cadas é de (—1)"=E(=1)r=8-1 = (—1)2-2k-1 = (—1)2r-B)-1 Mas a potência 
2(r — k) — 1 sempre será um número ímpar, independentemente de r e k. Por- 
tanto, det(..., Ap,..., Ap... )=—det(..., Ap, ..., Ap...). 

(Quarto item) Seja M uma matriz que possui pelo menos duas colunas iguais. 
Trocando essas colunas de lugar, a matriz não muda, porém o determinante 
troca de sinal (item 3 do teorema 1.30), de modo que 


detM = —-dtM => dtM = 0 


o1 


(Quinto item) Seja a matriz (..., Ap,...), onde Ay = > c;A;. Então 
ik 


det ces Aipe = E ese, C4As ua) 


uma vez que para cada matriz (..., A;,...) há duas colunas A; iguais. 
E 
1.6.1 Cálculo de determinantes 
Exemplo 1.14. Seja M = (Ai, Ao), com A =— (a11,0921) e As =— (a12, 499). 
Podemos reescrever essas matrizes colunas da seguinte forma: 
A, = Qu (1, 0) +as (0, 1) As = a12(1,0) + a22(0, 1) 
Nação vç 
i j 
Então 


det M = det(A1, 45) = det(aji + ao1); moi + a9292)) 
= det(ani + az; moi) + det(aqi + az1j; a225) 
— det(ani; ay2i) + det(a21j; ayoi) + det(ayi; a22)) + det(az1j; 225) 
= qq an2 det(i;1) + ao1012 det(J; 1) + aria22 det(i; j) + a21a22 det(J; j) 


Note ainda que 
det(1;j) = 1 (axioma 18) 


det(J;i) = —1 (item 3 do teorema 1.30) 
det(1;1) = det(3;)) = 0 (axioma 17) 


Logo 


det M = ajaz2 — azyap (52) 
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Exemplo 1.15. Seja M a matriz diagonal 


11 (O) 0 0 
O) aZ92 0 (0) 


det M = det(anh, ao2ds, as3l3, eu. »Onnln) 
= 011º 422º Ag3* ...º Ann det(1, 15, 13, ... 1) (axioma 15) 


=an-a22:a33º...º Ann (axioma 18) 


Exemplo 1.16. Seja M a matriz triangular superior 


d1 Qj2 Q13 +... din 
O) ag2 93 ad An 


M = 0 0 ass ... Gn 


Vendo as duas primeiras colunas de M, podemos encontrar uma propriedade 
das matrizes superiores: 


det M = det(anh, aroh + ao2d5,...) 
— det(anh, asd, as ) + det(anh, ao2ds, axo ) 
= det(anh, ao2ds, el E) 


Suponha que para um certo ) > 1 seja válido 


) JH 
det [e sã DS esgente) no det(...,a;;1;, ag+g+DI;++--) 
gl, k=1 


onde as colunas A; anteriores a A; no determinante da segunda expressão 
são iguais a a; A;. Então 


3 


b) JH J+2 
det M = det fe PDM Ai(jy1)Ti, Dan (+2)Tks- J 
k=1 


i=1 i=1 


J+2 
= det ! “ Qjjl;, G+DGADIGA > A(j+2) Th, asi J 
k=1 


5a (+2)  det(...,a;;l;, agangenl;a ks...) 


Mas para todos os termos em que k < 9 +42, há alguma coluna de subíndice 
menor que j+2 que é múltipla de Ie, sobrando apenas o termo em que k = j+2. 
Portanto 


det M = det(...,ajjl;, agem Agraço T+ o) 


Pelo princípio da indução, foi provado que a matriz M com as colunas 


bj 
= ) Qijli 
i=1 
possui o mesmo determinante da matriz diagonal com as colunas 
B; = qiili 
Logo det M = a" dD2º AG3º...* Ann- 


Isso mostra também que o determinante não se altera caso alguma coluna 
seja somada por alguma múltipla de outra. 


Exemplo 1.17 (Algoritmo de Gauss-Jordan). Dado uma matriz M qualquer, 
podemos transformá-la em uma matriz diagonal superior U usando as operações 
a seguir. 


1. Permutar colunas; 
2. Multiplicar uma coluna por um escalar diferente de zero; 
3. Adicionar uma coluna ao múltiplo de uma outra. 


A operação (1) altera apenas o sinal do determinante, enquanto (2) multi- 
plica o determinante pelo mesmo escalar e (3) não altera o determinante. Com 
base nisso, podemos calcular o determinante de uma matriz qualquer com a 
equação 


detM =(-1P.(ej-...-cr) TI detU (53) 


onde p é o número de permutações de (1), c; são os escalares multiplicados 
de (2) eU é a matriz diagonal superior resultante do algoritmo de Gauss- 
Jordan. 
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O determinante det U vale uju22 -...-Unn- detT. Portanto, juntando isso à 
equação (53), para cada função f que obedece apenas os três primeiros axiomas 
do determinante existe algum escalar c tal que a equação 


(Ar, An) =c HI...) (54) 
seja satisfeita para a matriz (A1,..., An). 


Teorema 1.31 (Unicidade da função determinante). Seja det uma função obe- 
decendo aos axiomas 15, 16, 17 e 18 e f uma função obedecendo apenas 15, 16 
e 17. Então para toda e qualquer matriz M = (Ay,..., An) é válido 


FA, área , An) = det(Ai, eneia , An) E FA, artéria ne, (55) 
Ou seja, se f obedecer ao axioma 18, então 
f(Ay,..., An) = det(Ay,..., An) 
Demonstração. Para mostrarmos a igualdade em (55) basta mostrar que uma 
função q definida como 
g(A, tato , An) = TA, ... , An) = det(Aj, ... , An) Ê Th, ... In) 
é nula para qualquer matriz (A1,..., An). 


A função q herda os axiomas 15, 16 e 17 de f e det: 


gl. stAr = Fl. tAR, o.) — det(.. str, FO, so) 
E rt a det tu Apt eres 


tg( EPE UR ) 
FECUNDO POE o AM 2, RR RR A NR RIR TOR E GD 4 ERR 
= f(...,Ap,..)— det(..., Ap, ) HA, In)+ 
E Rai Ao AO a A ra] 
=9(..,A4p. .)J+g9(...,0,...) 


det(..., Ap, A, ) = J(..., Ap, Ap, ...) — det(..., Ap, Ap, DF, .,hh) 
Sica sa sao) 
= 0 


Portanto, g obedece à equação (54): 


9(A1,...,An)=c-g(h,...,1)n) 


do 


Usando a definição de 9: 


(assa) = f(h,...,1n) — det(h,...,1n) “HA, l) 
=HMD.si)-1- 1,1) 


=0 
e então 
g(A, ,An)=€ 0=0 
Portanto 
TA, ER , An) = det(Aj, PR , An) Ê Th, a lédo La) 
para qualquer matriz (Ay,..., An). 


Como resultado disso, segue que a função det é única. 


1.6.2 Produto de determinantes 


Teorema 1.32 (Produto de determinantes). Se 4 e B são duas matrizes de 
ordem n, então 


det(AB) = (det A)(det B) 
Demonstração. Usando o teorema (1.28): 
det((AB)1,...,(AB)n) = det(ABi1,..., AB,) 
Seja fa a função 
fa(B1,...,Bn) = det(ABi,..., ABh) 


No caso particular em que B = T, a matriz identidade de ordem n: 


Ta(h, ... o) =— det(Ah, “e Al) = det À 


A proposição det(AB) = (det A)(det B) está correta se e somente se a 
equação seguinte for válida: 


det(AB1,..., ABn) = det(B1,..., Bi) - fall... In) (56) 


A equação (56) pode ser reescrita como 


fa(Bi1,..., Ba) = det(By,..., Ba) fal... sn) (57) 


Os axiomas (15) a (17) são satisfeitos por f: 
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Taca ED de) = det(..., AtBi;,...) 
=tdet(...,ABi,...) 
tis aa) 


fa(...,B;+C,..)=det(...,A(B+4+C),...) 
= det(...,AB;+ 4C,...) 
= det(...,AB;,...) +det(...,AC,...) 
E fale Bea Aos esa) 


fal. ..3 Bi, Bi, “a ) = det(. ..3 AB, AB, “. a) 
= 0 
Pelo teorema (1.31) da unicidade, a função f4 obedece a equação (57) para 
qualquer matriz B = (B1,..., Bn). Segue então que 
det(AB) = (det A)(det B) 
H 


Note que, como os números complexos são comutativos na multiplicação, é 
rápido verificar que o determinante de AB é igual ao de BA. 


Corolário (Comutatividade do determinante no corpo dos complexos). Para 
quaisquer matrizes A e B de ordem n é válido 
det(AB) = det(BA) 


Teorema 1.33 (Determinante da matriz inversa). Para qualquer matriz A que 
det 4 £ O e possui uma inversa A! é válido 


1 
det(AD) = -——— 
sura det(4) 
onde A"! é a matriz tal que AA! = ATA =T 
Demonstração. 


det(1) = det(AA”!) = det(A) det(A7!) =1 


Posteriormente será provado que det A £ Q e existir inversa 4-1! são afirmações 
equivalentes. 


of 


1.6.3 Independência entre colunas 


A propriedade 5 do teorema (1.30) nos diz que se uma matriz M possui pelo 
menos uma coluna que é combinação linear de outras colunas, então o seu de- 
terminante é zero. A contrapositiva dessa proposição nos diz que se det M 0 
então não há colunas dependentes e, portanto, suas colunas são independentes. 
Mas isso ainda não prova se uma matriz M tiver colunas independentes implica 
em det M 0. 


Teorema 1.34 (Determinante e Independência). As colunas de uma matriz M 
de ordem n são independentes entre si se e somente se dt M £ 0 


Demonstração. A proposição detM £ 0 => independência das colunas de M 
já está provada pelo teorema (1.30). 
Se A = (Aj,..., An) não possui colunas dependentes entre si, então 


Sidi4=0 => d;=0, Vi 
i=1 


e os elementos A; formam uma base para o espaço gerado por eles, Va. 
Seja T uma transformação linear que satisfaça 


T(A;) = Li, Vi 

Como visto na seção 1.5.5, T tem uma representação matricial: 
T(A;) = BA; 

Mas T(A;) = 1;, e isso significa que 


BAp=Í 
BA=T 

det(BA) = det(1) 
det(B) - det(A) = 1 


Por conseguinte, det(A) £ 0 


Note que no caso acima, B é a matriz inversa de 4. 


Teorema 1.35 (Determinante e T"1). Seja T:V+5V uma transformação 
linear. Então o determinante da matriz que representa T é diferente de zero se 
e somente se T for biunívoca em V. Equivalentemente, a matriz [T| possui uma 
inversa [7]! se e somente se T for biunívoca em V. 
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Demonstração. Se T é biunívoca, então T possui uma inversa T-! e, conse- 
quentemente, na representação matricial 


[Ir] = [Hm =1 


Aplicando o determinante nessa equação, obtemos 


det([T][7”"]) = det(7) 
det([7]) - det([77!]) = 1 


então det([T]) £ 0 e det([7"!]) £ 0. 
Agora suponha que det[T] £ 0. Seja X uma matriz coluna representando o 
elemento x tal que T'(x) = 0: 


Tm 


Usando a convenção adotada da multiplicação de matrizes, podemos rees- 
crever a equação [T]X = 0 da seguinte forma: 


onde [7]; é a i-ésima coluna de [7] e O é a coluna nula. 

Por hipótese, det[7| £ O e então, pelo teorema (1.34), as colunas de [7] são 
linearmente independentes entre si, o que significa que Vi, x; = O. E então que 
T(x) =0 => «x =o0,no que implica N(T) = (0). Portanto, pelo Item 3 
do teorema (1.26), T é biunívoca e possui uma transformação inversa T”! cuja 
representação matricial é a inversa de [7]. 

E 


O próximo teorema é um corolário importante no estudo de equações matri- 
ciais homogêneas. 


Teorema 1.36. Dada uma eguação matricial Ax = 0, o sistema possui mais 
de uma solução se e somente se det À = O. Equivalentemente, Ax = O só possui 
uma solução se e somente se det A 0. 


Demonstração. Seja T a transformação linear representada pela matriz 4. Su- 
ponha que N(T) = (0). Pelo teorema (1.26), T é biunívoca e então o teo- 
rema (1.35) garante que o determinante de A é diferente de zero. 

Ágora suponha que a equação matricial tenha mais de uma solução. Então 
T não é biunívoca e o teorema (1.35) nos garante que det 4 = 0. E 


O próximo teorema é uma adaptação para sistemas não-homogêneos, ou seja, 
para quaisquer sistemas do tipo Ax = b, com b não necessariamente sendo uma, 
matriz nula. 
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Teorema 1.37. det A £ O se e somente se o sistema Ax = b possuir apenas 
uma solução. 


Demonstração. Se x e «3 são soluções de Ax = b, então 


Azx1 E Axo =— A(x e x2) 
b— b= A(x, — 49) 
0 = A(x —— x2) 


Se det A £ 0, o teorema (1.36) garante que a equação homogênea A(x, — 12) = 0 
só possui uma solução, que é a trivial. Isso significa que x, = 12. Além disso, a 
solução de Ax = b é dada por x = A-!b, uma vez que o teorema (1.35) garante 
que A possui uma inversa. 

E no caso de Ax = b possuir apenas uma solução, então o sistema homogêneo 
Ay = 0 só pode ter uma única solução (a trivial), pois caso contrário 


A(x+y)= Ax+Ay=b+0=b 


com x+y + x, o que violaria a hipótese de solução única de Ax = b. Então, 
pelo teorema (1.36), det A 0. E 


1.6.4 Determinantes de blocos de matrizes 


Algumas matrizes possuem um formato especial de maneira que podemos rees- 
crever suas entradas como matrizes. 


Exemplo 1.18 (Blocos diagonais). Um exemplo de matriz diagonal por blocos 
de ordem 2 é a matriz seguinte: 


1 192 (0) 0) 0) 
Go1 d99 0 0 0 
es Re 0 O ba bo bis 
0 O ba bo bos 
O O ba ba, bas 


onde 


bo bo» bos 


ay a 
Pe bai bao bas 


b bio b 
e | Ena E Rs m do dis 


e O são as matrizes de zeros que completam a matriz quadrada C. 
Teorema 1.38. Sejam A e B duas matrizes quadradas quaisquer. Então 


A 0 


der | q B 


| = (det A)(det B) 
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Demonstração. Suponha que a matriz A tenha ordem n e que B tenha ordem 


m. Então 
A O| |4 0 fts if) 
O B| 10 Mm 0 B 


onde 1” e 1” são as matrizes identidades de ordem m e n respectivamente. 


Logo 
A 0 A ” 0 
det | q é |-d8[ 4 m | det | ça 
Seja f a função 
A 0 
HA) = det | É qm | 


Verificam-se os axiomas (15), (16) e (17) em f: 


onde 0; é a i-ésima matriz coluna de zeros. 
Também 


a PRE 2 o 0 
Hit...) = det | (nus O da) a ] 


Seja C” a coluna €C com outros m — n zeros após o último elemento. Então 


(os AA O!,...) E 
Ho 4+,..) = det | (o M+C..) (h, Ei 
a (...,45,...) 0 
= det | ssa Migas | 
(Ds a 0 
+ det (O CLP NNE RE | 
fa ad Rs a À 


E ainda 


Pelo teorema da unicidade, f satisfaz a seguinte equação: 
TA, as , An) = det(Aj, Par , An) ê Th, dee o) 
Mas 


x ee ra, mn 
(hs ...s dn) = det | 0 m |=4et1 =1 


Pela unicidade da função determinante, segue que 


HA) = de | o | — det A 


Com um raciocínio análogo, é possível provar que 


” 0 


der | 0 B 


| = det B 


Então 


det | a | — (det A)(det B) 


1.6.5 Formula geral do determinante 


Teorema 1.39. O determinante da transposta AT de uma matriz é o próprio 


determinante da matriz A. 


det AT = det A 


Demonstração. Seja T a transformação linear que leva uma matriz à sua trans- 


posta: 


T(A) = AT 


A transformação T possui uma representação matricial cujo operador é a 


multiplicação à esquerda por B, T(A) = BA. Usando a fórmula do produto 
de determinantes do teorema (1.32) com 4 = T (cuja transposta é a própria 


identidade), temos 


det(BT) = det 1” 
det B. det! = det 1 
det B=1 


Portanto: 
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det(BA) = det AT 
det B - det 4 = det AT 
det A = det AT 

E 


A equação (58) é muito importante, pois nos diz que se as três operações 
sobre colunas do algoritmo de Gauss-Jordan (exemplo 1.17) forem usadas nas 
linhas de uma matriz ao invés de suas colunas, as alterações no determinante 
são idênticas. 


Corolário. Dado uma matriz M qualquer: 
1. Permutar linhas troca o sinal do determinante; 


2. Multiplicar uma linha por um escalar diferente de zero multiplica o deter- 
minante pelo mesmo escalar; 


3. Adicionar uma linha ao múltiplo de uma outra não altera o determinante. 


Com esse corolário, podemos elaborar uma fórmula geral do determinante 
para matrizes de qualquer ordem maior do que 2. 
Seja A = (A,,...,A,), com n >2. A coluna A; pode ser escrita como 


Aj= B Gi lh 
Si 


e portanto o determinante de 4 pode ser calculado com a seguinte expressão: 


det(. .. , Aja, A;, Au .. ) = det ! .. Aja, > Apilk, , Au .. ) 
k=1 
= > Apudetho quer Da Atas) 
k=1 


= o Lpi 
k=1 


Pegando o k-ésimo termo do somatório e permutando a coluna 1, com suas 
vizinhas até chegar a primeira coluna, temos 


Li = (—1) ap; - det(Ty, Ar, o, Air, Apae) 


Não confundir a k-ésima coluna da matriz identidade 1, com a k-ésima coluna, 
da matriz da equação. Houve à — 1 permutações. 
Permutando a linha k com suas vizinhas até chegar à primeira linha: 
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Li = (-)E-DHE-Da,; - det(l, AL, Ab, ..., A!) 
— (—1) ani . det(1, a 3» fo A) 


onde A” denota as colunas que tiveram suas linhas trocadas. Usando o 
axioma (16) como uma operação sobre linhas: 


(IL, = api: 1: det(T1, AS, AS,..., AU) + 
+ api * a12 - det(0, AS, AS,..., A)+ 
+... + aki - an - det(0, A3,..., AL) 


onde 4º e Al denota uma coluna i que possui 0 e 1 respectivamente no seu 
primeiro elemento. Note que todos os termos são nulos, exceto o primeiro, por 
conterem a primeira coluna nula. Então: 
Ly = (—1)"ay; - 1. det(1, A3, A8,...,40) 
Essa matriz é diagonal por blocos: 
ASAS... AO Te E 
det(h, 29413)...» o = det 0 Abi 


onde A* é a matriz A com coluna i e linha k suprimidos. Pelo teorema (1.38): 


Ly = (—1)'*ap; - det[1] - det AM 
= (=) api - det AP 


Logo: 


n 
det(A1,..., Ai, 0, An) =D (ap; - det AM (59) 
k=1 

A matriz 4% possui ordem n — 1, e isso significa que se repetitivamente 
reaplicarmos a equação (59) para calcular det 4'*, a ordem da matriz inexora- 
velmente se reduzirá a 2, cujo determinante é dado pela equação (52). 

Como o determinante é indiferente entre operações sobre linhas ou sobre 
colunas, podemos reinterpretar (59) como sendo o determinante da matriz de 
linhas A;,. Portanto é aceitável trocar os subíndices da equação para tornar 
possível a escolha de varrer uma linha ao invés de uma coluna: 


n 
det(Ar,..., 4,0, An) = (1) "ai - det AÉ (60) 
k=1 
O índice à é arbitrário, então na prática é escolhido uma linha ou coluna 
que tenha mais zeros (quando possível) para reduzir a quantidade de termos do 
somatório. 
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1.6.6 Wronskiana 


Definição 1.18. Sejam n funções u;(x) n vezes deriváveis e de uma única 
variável x. A matriz wronskiana W(x), quadrada de ordem n, é definida pela 
expressão 


ur) us(a) Una) 
to) = | 0) ab) o vit) 


Note que a wronskiana pode ser reescrita na forma 


WT (x) = (Ut. qto é Ula),... is U(0)) 


d "da? "dar 
onde 
u(x) 
TR 
un(2) 


Teorema 1.40. Seja a matriz M = [fi;] de ordem n, onde fi; é uma função 
derivável no intervalo [a,b). Se F = det M, então 


F'=S det M; (61) 
1=1 


onde M; é a matriz obtida ao derivar as funções da linha à de M. 


Demonstração. Seja M = [fi;(x)] uma matriz quadrada de ordem 2. Já vimos 
que 


dtM = F = fúfo— fofo 


Derivando a equação, obtemos 


F' = fufo + fato — fofa — fofo 
= [fu fo — fofo] + [fufas — fio foi] 
= det M + det Ms, 


Portanto o teorema é válido para n = 2. Agora suponha que M = [f;;] uma 
matriz quadrada de ordem n e que o teorema seja válido para matrizes do tipo 
de ordem n — 1. 

Usando à = n em (60), a função F'(x) pode ser expressa como 
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P=5 (ttf det MP 
k=1 


Derivando a equação, obtemos 


n 


F'= Srt pis . det MPE Ee > (-1)"H fa (det Pr ad 
k=1 k=1 


Sabendo que M"* tem ordem n — 1, então por hipótese: 


n—l 
(det MME — o det M7* 
i=1 


e consequentemente 


n n—1l n 
F'(a) = 5 (1) fig - det MME 4 SO SI) fp det MR 
k=1 i=1 k=1 
Note que 
Sp. -detM"* = det M, 
k=1 
e também 
> (1) fas det Mj* = det M; 
k=1 
Portanto 


n—1 
F'(x) = det M, + » det M; 


1=1 
1=1 


Por indução, a equação (61) é válida para todo o n > 2. 
E 


Teorema 1.41 (Derivada do determinante da Wronskiana). Seja f a função 
f(x) = detW(ax). Então a derivada f(x) é o determinante da matriz obtida ao 
derivar a última linha de W (x). 
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Demonstração. Pelo teorema (1.40) 


f(a)=> detWi(a) 
1=1 
= det Wi (x) + det W>(x) +... + det Wa(a) 


onde W; é a matriz obtida derivando a linha à de W(a). 
Mas todos os termos W;(x), com 1 <% < n, possuem duas linhas idênticas 
vizinhas, o que significa que det W;(x) = 0, exceto para det W, (x). Portanto 


.d 


10) =  (detW (0) = Wi(a) 
E 


Teorema 1.42 (Wronskiana e equações diferenciais lineares homogêneas). Seja 
a equação diferencial 


Fax) Half (a) +ao(r)f(r)=0 Vrxel (62) 


onde ay é uma função contínua em T. Então a wronskiana W de duas soluções 
quaisquer é identicamente nula em I ouW £0 para todo x em T. 


Demonstração. Como fi e fo são soluções da equação (62), então 


itafitafi=0 
f+uafo+aofo =0 


Multiplicando a primeira equação por f> e a segunda por fi, obtemos 


ffi+mnfofi+aofafi=0 
ff +mfifá+taofifa=0 


Subtraindo uma equação da outra, temos 


(Pi-ht)+ra(fbfi-ff)=0 (63) 
Agora note que 
Bt = 88 = de | da | e fast = fi = dee | É a 
tb H 2 


De acordo com o teorema (1.41), O primeiro determinante é W'(fo,f1). O 
segundo determinante é W(f>, f1) e portanto a equação (63) fica 


W'(x) +a(a)W(x) =0 


W'(2) = —a(a)W(x) 
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À solução geral para essa equação é 


Ni peso (- / Ee dz”) 


onde c é uma constante arbitrária. Visto que a exponencial nunca se anula (a 
integral não pode tender ao infinito já que aj(x) é contínua por hipótese), caso 
W(x) se anule em algum ponto x, E 1, então W(x) é identicamente nula em 
sa E 


Teorema 1.43 (Wronskiana e a independência linear de soluções). Se fi e fo 
são soluções da equação diferencial (62), então uma é linearmente independente 
da outra se e somente se W(fi, fo)(x) não for a função identicamente nula em 
ls 


Demonstração. Se fi e fo são linearmente dependentes tal que fo = a fi, então 


W(fi, fo)(x) = fhafi-afhfi=0 


A contrapositiva é que se W (fi, fo)(x) £ O em T, então fi e fo são duas soluções 
linearmente independentes. 

Por outro lado, se W (x) = 0 em algum ponto de T, então pelo teorema (1.42) 
W(x) é a função identicamente nula. Como W(x) é o determinante 


A f 
der | ft | 


, O teorema (1.30) garante que os vetores coluna são linearmente dependentes 


entre si, ou seja, existe algum a tal que a fi = fo. A contrapositiva é que se f 
e f> são linearmente independentes, então W (fi, fo)(x) £ 0 em T. E 


1.7 Autovalores e Autovetores 


Teorema 1.44. Seja T:V +55 V uma transformação linear, com dimV = n. 
Se existir alguma base € = (uy,...,un) deV tal que a representação matricial 
de Te seja uma matriz diagonal, então T na base canônica 


Reciprocamente, se existe uma base & = (u1,..., Un) tal que a equação (64) 
seja válida para todos os termos dessa base, então a representação matricial de 
Tê é uma matriz diagonal. 


Demonstração. A transformação pode ser representada na forma matricial: 


[Iê = ELLIS (65) 
onde Eai é a transformação T na base canônica 8, [1 representa a ma- 
é 


triz mudança de base de 8 para é e analogamente para [7] à: Como já vimos 
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anteriormente, as matrizes mudança de base possuem uma inversa. Portanto 
podemos aplicá-las na equação (65): 
(1 e(tnfoo" = [rig 
Pelo teorema (1.29), a matriz ([1 É )7! denota a matriz mudança de base 


inversa, ou seja, de é para 5. Raciocínio análogo para AEaRo e Logo: 


(No = dp = E 


LÊ LMÊUE = [71 


Aplicando a transformação em um elemento da base É qualquer, u;, cuja 
representação matricial é denotado pela matriz coluna U,, obtemos 


Mas U; na base € é I;: 


LB ITIÊL = [7IgU; 


Por hipótese, IT é uma matriz diagonal. Então o produto [rir resultará 


na matriz coluna A;- 1;, onde À; é o escalar da linha à e coluna à de eai Portanto 


A:UJÊ Ti = [TZU 


Como a matriz LIÊ leva U; para I;, então a sua inversa LÊ leva 1; para U;. 
E finalmente 


AU; = [TIGU; 
ou 
Agora, para provar a recíproca, suponha que existe uma base € = (wy,..., Un) 


tal que a equação (64) seja válida para todos os termos dessa base. A equação (51) 
nos diz que 


SO) = (TU), T(D),..,T(Un)) = [7] 


Mas a base não é especificada e consequentemente é arbitrária. Por con- 
veniência, vamos escolher a base €: 
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ESTE) O) 


Portanto, para mostrar que [T' E é diagonal, basta provar que 


Aplicando a matriz [T]É na coluna 1; da matriz identidade e novamente 
usando a equação (65): 


de AtÃo 


[TÊI; = LT ; 
taBimds 
= MPU: 


Metr] 


Note que [mIGU; é a forma matricial de T(u;) = Aju;, portanto [rIGU; = À;U; 


[ÊL = UÊMU; 
= A[IÊU; 
= Al; 


o que completa a demonstração. 
E 


Os escalares A; e os elementos u; que obedecem (64) são especiais e serão 
analisados com mais profundidade nesta seção. 


Definição 1.19. Seja T:V 5 W uma transformação linear com V CW. 
Denominamos À de autovalor se existe algum ue V, uv 0 tal que 
T(u) = Au (66) 
O elemento u correlacionado ao autovalor À é denominado de autovetor. 


Para cada autovetor u de T está associado a apenas um único autovalor À, 
pois se T(u) = Au e T(u) = yu, então 


0=T(u)-T(u)=Au-qyu=(A-u 


Como u é um autovetor, então uZ£0e À-y=0 => 7=A. 

Mas a recíproca não é verdadeira. Existem casos onde para um certo auto- 
valor À há vários autovetores linearmente independente associados. 

Note que o múltiplo de um autovetor, devido à linearidade da transformação, 
também é um autovetor e ambos estão correlacionados com o mesmo autovalor: 


T(u) = Àu => T(au) =aT(u) = ahu = A(au) 


TO 


Exemplo 1.19 (Multiplicação por um escalar). Seja T:V 5 W T(a) = 
cx, YxeV edimV =n. Qualquer elemento não-nulo de V é um autovetor 
com autovalor c. Mais precisamente há n autovetores linearmente independentes 
e portanto podemos construir uma base de autovetores de V. 


Exemplo 1.20 (Subespaço dos autovetores). Seja Er(A) o conjunto de todos 
os elementos x (incluindo 0) tais que T(x) = Ax. Er(A) obedece aos axiomas 
do subespaço vetorial: 
vyve Er), T(r+ty)=T()+T(y)=Av+Ay=Ax+y) 
q € Er, T(cx) = cT(x) = cÀx = Alca) 


onde c é um escalar. Se Er(A) possui dimensão finita, e T possui À como 
um de seus autovalores, então dim Er(A) > 1, uma vez que há pelo menos um 
autovetor (ou seja, não-nulo). 


Exemplo 1.21 (Nulidade maior que zero e o Autovalor nulo). Seja T:V 5 W 
uma transformação linear cuja nulidade é diferente de zero, ou seja, existe pelo 
menos um elemento não-nulo x de V tal que T(x) = 0, ou melhor, T(x) = 0x. 
Transformações lineares como essa possuem o escalar zero como autovalor e o 
subespaço Er(A = 0) se torna o núcleo de T. Em geral, se S(x) = T(x) — Ax, 
o subespaço Er(A) se torna o núcleo de S. 


Exemplo 1.22 (Reflexão no plano XY). Seja T: Rê +» Rº a transformação 
que leva o segmento de reta orientado (x,y,z) ao (x,y, —z). Os elementos 
(x,9y,0) são autovetores de autovalor 1, enquanto que os elementos (0,0,2) são 
autovetores de autovalor —1. Os elementos (1,0,0) e (0,1,0) da base canônica 
do R$ formam uma base de Er(1) enquanto que £(0,0,1)+ forma uma base de 
Er(-1). 


Exemplo 1.23. Seja Ty : R2+5 Rº a rotação de um vetor (a,b) com origem 
em (0,0) por um ângulo a. Sea =7, todos os elementos do R2 são autovetores 
de autovalor —1. Sea = 27, todos os elementos do R2 são autovetores de 
autovalor 1. Já para outros valores de a, Ty não possui nenhum autovetor. 

Seja Sa: CH C a rotação de um elemento do plano C em relação à origem. 
Sez EC pode ser escrito como z = a+bi, onde à é a unidade imaginária, então 
a = |zlcos(0) eb = |z|sin(0), onde |2|= vVa2 +b2 e 0 é o ângulo em relação ao 
eixo x cuja orientação é anti-horária. Portanto 


-(cos(9) + isin(0)) 


Então: 


rá 


S(2) = 8 (IzJe'?) 
i(0-+a) 


10-+ia 


Ao contrário da transformação linear T, a sua homóloga para os complexos 
possui autovetores para qualquer valor de a. A transformação S possui autovalor 
e'“ e autovetor qualquer z £0 emC. 


Exemplo 1.24 (O operador derivada). Seja V o espaço das funções reais de 
uma variável infinitamente deriváveis em um intervalo T. Sega D:V5 Va 
transformação linear que leva uma função f a sua derivada f'. Uma função f 
satisfazendo a equação 


D(f) =Af 
com À £ 0. É equivalente a dizer que f é solução da equação diferencial 
d 
def(e) = 4(0) 
x 


Fazendo f(x) = IC) e se limitando ao domínio em que f(x) > 0, obtemos 


Ag (ge) = Ae) 


Sabendo que À £ 0 e que a exponencial nunca é zero, a equação se reduz a 


9(a)=1 — g(x)=2+0 


onde C é uma constante qualquer. E então 


A Ra 


Como f(x) > O é satisfeito para qualquer real x e qualquer constante C, 
então f é solução da equação diferencial em todo o domínio R. Isso significa 
que qualquer função eNC+O é um autovetor com autovalor X em relação ao 
operador derivada. 

No caso À= 0, temos a equação diferencial 


d 


onde O é a função identicamente nula. A solução (e portanto o autovetor) é 
f(x) = C, onde C é uma constante real qualquer. 
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Exemplo 1.25 (O operador integral). Seja V o espaço das funções contínuas 
em um intervalo I. Se fe V, definamos g(x) da seguinte forma: 


gta) = [ Heat 


Para encontrar um autovetor do operador integral, usamos a equação (66): 


lj “Sadi = (2) 


df” d 
=) HOdt= ac r(o) 
Pelo teorema fundamental do cálculo: 
fla) = Af(a) 


e caímos na mesma equação diferencial do exemplo (1.24), mas com auto- 


1 
valor , Ou seja, f(x) = HO se £O. 


Exemplo 1.26 (Subespaços invariantes). Seja T:V 5 W uma transformação 
linear que admita a existência de autovetores de autovalor À. Seja x E E(A), 
x +0. Portanto sey=cgr, 


T(y)=T(cx)=cT(x) = chz = Àcx = Ay 


então y também é um autovetor de autovalor À. 

Denomina-se que um subespaço U é invariante sob a transformação S se S é 
uma operação fechada em U. Portanto L(dx)) é invariante sob a transformação 
7. 


Teorema 1.45. Seo conjunto U = (w,...,ux) é formado por k autovetores de 
uma transformação linear T:V +5 W correspondendo a k autovalores distintos, 
então U é linearmente independente. 


Demonstração. Se k = 1, U é independente. Suponha que para um certo k = 
p — 1 a afirmação seja verdadeira. Suponha que para um certo p, existem 
escalares a; tais que 


p 
Sum =0 (67) 
1=0 


Aplicando T na equação, obtemos 
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Subtraindo (68) de equação (67) vezes Ap, obtemos 


p 
Qi Ã;U; + Qi Ap; =0 
1=0 
p—1 
ai(A; -— Ap)ui =0 
1=0 


Por hipótese, os primeiros p — 1 autovetores são linearmente independentes 
com autovalores distintos. Então a;(A; — Ap) = 0. O valor À; — À, não pode 
ser zero porque os autovalores são diferentes. Portanto Vi, a = 0 e À; £ Ap, 
o que significa que a afirmação também é verdadeira para p. Pelo princípio da 
indução, a afirmação é válida para todo k. E 


Teorema 1.46 (Bases de autovetores e diagonalização). Seja V um espaço com 
dmV=neT:V5V uma transformação linear. Então T só pode ter até no 
máximo n autovalores distintos. Se T tem exatamente n autovalores distintos, 
então é possível construir uma base É de V com os distintos autovetores de T. 
Além disso, a matriz que representa E é uma matriz diagonal cujos elementos 
não-nulos são os autovalores de T. 


Demonstração. Se T tivesse mais do que n autovalores distintos, pelo teo- 
rema (1.45) haveria mais de n autovetores distintos, o que implicaria no absurdo 
de haver um conjunto com mais de n elementos de V independentes entre si, o 
que contrariaria dim V = n. Se T tem exatamente n autovalores distintos, pelo 
teorema (1.45) haveria n autovetores linearmente independentes, no que esses 
poderiam formar uma base € de V. 

Pelo teorema (1.44), a base & garante que T, Ê é uma matriz diagonal e, como 
demonstrado nesse mesmo teorema, as suas colunas são 


[T]Ê = (Mi, Aado, ..., Anln) 


e portanto os elementos da diagonal são os autovalores associados aos auto- 
vetores de é. H 


Note que a ordem dos escalares (autovalores) da matriz diagonal [ré de- 
pende da ordem dos elementos (autovetores) de £. 
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Exemplo 1.27. Seja V = C(0,7) o espaço vetorial real de todas as funções 
reais contínuas no intervalo [0,7]. Seja S o subespaço de todas as funções f que 
possuem derivadas de segunda ordem contínuas e que verificam as condições de 
fronteira f(0) = f(m) = 0. Seja T:S+ Va transformação linear que leva 
uma função f à sua segunda derivada f”. Então 


POA = PAS 


Fazendo f(x) = e”, obtemos 


ate = eo 


a =+vVA 


Então e” ee “2” são soluções da equação diferencial em todo o R, onde 
q =+VÃeas=-vA. Como o operador derivada é linear, então a com- 
binação linear dessas duas soluções independentes também é uma solução. E 
então 


f(x) = Ae” 4 Be” (69) 


com À e B reais arbitrários. Mas como f E S, então f precisa satisfazer as 
condições f(0) = f(m) = 0. Suponha que À > 0. Fazendo f(0) = O: 


0=4+B => B=-A 
e f(m) = 0: 


O = Ae” — Ag 27 A=0 B=0 


A solução trivial f(x) = O não é um autovetor. Agora suponha que À = 0. 
Não podemos usar a equação (69) pois ela somente retornará uma única solução, 
restando outra. Voltando à equação diferencial f” = Af, duas soluções são 
os polinômios fi(x) = x e fo(x) = 1. Fazendo a combinação linear delas, 
encontramos f(x) = Ax+B, que é uma solução mais geral. Testando os valores 
de contorno: 


0=f(0)=40+B => B=0 
0=f(7) = Am A=0 


A possibilidade À = O somente retorna a solução trivial. Fazendo À < 0, 
podemos usar a equação (69) e 


QL =— —Al=1 At = jar 


aa =-V-|A)=-ivVAt=-io” 


To 


Fx) = Açitt+e + Bei 


onde X* = |M eat = vX+. A função f precisa ser real, ou seja, f = f, no 
que implica 


Ae io + Bei! = Ad Bei 
A=B e B=A 
Seja A=a+bieB=a-bi. Então 


f(x) = (a + bijei" = + (a — bije io" 


jar “iat “dat à glad 
— qe!“ “1 ae (764 T4 bre! “-bie 104 | 


: dE 1 ; ; 
= 205 Ei e eta “| | Dbi? E Eis eta ax 
= 2a cos (at x) — 2bsin (ax) 


Usando os valores de contorno: 


flo) =0 We 40 
f(n)=0 => -2bsin(atr) =0 


Não queremos b = 0, pois isso culminaria na solução trivial. Então 


sin (atm) =0 


f(x) = —2bsin (na) 


Portanto os autovetores e os autovalores associados são respectivamente 


fla) = casin(na) n£Oo 


A=0" = (tia!) =-—n? 
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1.8 Operadores em espaços euclidianos e seus autovalores 


Teorema 1.47. Dado V um espaço euclidiano, A um subespaço de V, uma 
transformação linear T: Ars V que admite um autovalor À e x um autovetor 
associado à À, então 


RO) 
(x, 2) 
Demonstração. 
(2, T(x)) = (x, Az) = Atx, x) 
Dado que « O por ser um autovetor, pelo axioma (14), (x,x) £ 0. E então 
(x, T(x:)) 


(1, 2) 


A= 
H 


Se Xe R, então (z,T(x)) = (T(x),x). Paraum AE C tal que À = —A, 
então (x, T(x)) = — (T(x), a). 


1.8.1 Transformações hermitianas e anti-hermitianas 


Definição 1.20. Seja T:V 5 W uma transformação linear, comV CW, 
onde V é espaço euclidiano. A função T denomina-se hermitiana, se 


(T(x),y) = (x,T(y) VeyeV 
Por outro lado, se 

(Tax), =—(z,T(y) VeyeV 
então T denomina-se anti-hermitiana. 


Exemplo 1.28. Seja C(a,b) o espaço vetorial das funções reais contínuas no 
intervalo fechado [a,b] com o produto interno definido por 


b 
focCad) Djs HH Ha)o(a) de 


Seja também uma transformação linear T:V 5 C(a,b), onde V é um 
subespaço de C(a,b), e (LL T(g) = E H(a)T(g(x)) dr. Se T for hermitiana, 
então (f,T(9)) = (T(1),9) e 


qq 


Mas se T for anti-hermitiana, então 


b b 
k Ha)T(g(a)) da = — / T(f(2)g(x) de 


b 
| teoria) + TUte)ate as =0 


Exemplo 1.29 (Multiplicação de uma função por um escalar). Sejam C(a,b) 
e T respectivamente o espaço euclidiano e a transformação linear do exem- 
plo (1.28). Definindo a operação de T como T(f) = cf, onde ce R, T adquire 
a propriedade hermitiana: 


(T(9),9) = (e$,9) 
b 
E É (e (2))g(z) de 


= | Ha)cg(r)) da 
= (A T(9)) 


Exemplo 1.30 (O operador derivada). Novamente, sejam C(a,b) e T respec- 
tivamente o espaço euclidiano e a transformação linear do exemplo (1.28) e V 
como sendo o espaço das funções contínuas f que possuem derivadas contínuas 
no intervalo fechado [a, b] e satisfazem a condição de fronteira f(a) = f(b). Seja 
D:VoS Cab), DD =f. Para figeV: 


b b 
(1, D(9) = , Ha)g' (1) de (D(9),9) = / He)'9(x) de 


Logo 


78 


E então (f, D(9)) = —(D(f),9), 0 que mostra que o operador D, no espaço 
euclidiano descrito, é anti-hermitiano. 


Exemplo 1.31 (Operadores de Sturm-Liouville). Sejam, mais uma vez, C(a,b) 
e T respectivamente o espaço euclidiano e a transformação linear do exem- 
plo (1.28) e V o subespaço das funções f com derivada de segunda ordem 
contínuas em [a,b| que satisfazem as condições de fronteira 


pla)f(a)=0 — plb)f(b) =0 (70) 


onde p é uma função pertencente a C(a,b) com derivada contínua em [a, b]. 
Seja ge C(a,b). A transformação T:V 5 C(a,b) dado pela expressão 


T() = (pf) af (71) 


é denominado de operador de Sturm-Liouville. 
Sejam f,g€E V. Note que 


b 
(5 T(9) = / He) (pla) g(a)) + Ha)a(a)g(x) da 
b 


(1(0),9) = A g(x) (pla) f(x)" + g(x)a(x) f(x) da 
Então 


b 


b 
ET) (T(),9) = / Heplea(a))! — ! g(eplo) fa) de (73) 


Usando integração por partes de forma que integre a derivada do produto e 
derive a função restante, obtemos 


(E Tg) — (T(f),9) = 


b b 
fee (a) — E Feola)g' (a) de 


b b 
- F(op(ea(a)| + i Fep(ag' (x) de 


= H(b)plb)g'(b) — HF (b)p(b)g(b) — Ha)pla)g'(a) + Fa)pla)g(a) 
=0 (Condição de fronteira de f e g) 
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(5 To) = (DC), 9) 


Logo o operador de Sturm-Liouville é hermitiano nesse espaço euclidiano. 
Os autovetores de T são as funções não-nulas que satisfazem a equação 
diferencial 


Af = (pf) +af (73) 
no intervalo [a,b| e com as condições de fronteira de (70). 


Teorema 1.48. Se uma transformação linear T possui À como um de seus 
autovalores, então 


e SeT for hermitiana, então À = À. 
e SeT for anti-hermitiana, então À= —A. 


Demonstração. Seja u um autovetor de T associado a um autovalor À. Pelo 
teorema (1.47), 


Se T for hermitiana, então (T'(u),u) = (u,T(u)) e 


A=A 
Mas se T for anti-hermitiana, então (T(u),u) = — (u, T(u)) e 
des 


Se T age em um espaço euclidiano real, então no caso em que for hermitiana 
o teorema (1.48) não nos fornece nada útil. Mas se T' for anti-hermitiana, segue 
que A = —A, no que implica À = 0. 
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1.8.2 Ortogonalidade de autovetores 


Teorema 1.49 (Ortogonalidade de autovetores). Se a transformação linear T 
é hermitiana ou anti-hermitiana e admitir pelo menos dois autovalores distintos 
A eu associados respectivamente aos autovetores x ey, então (x,y) = 0. 


Demonstração. Pela definição de autovetor: 


(D(x),y) = (Av, y) = Aa, 9) 
Se T for hermitiana, então (T'(x),y) = (x, T(y)) e isso significa que 
(2, T(g)) = (x, ug) = pula) 
A (x,y) = u(x,y) 
Pelo teorema (1.48), À = À, e então 


Alx,y) = ulx,y) 


Fazer (x,y) £ O implica À = 4, o que contradiz a hipótese. Então (x,y) = 0. 
— SeTfor anti-hermitiana, então (T(x),y) = — (x, T'(y)) e pelo teorema (1.48), 
A=—A. Portanto 


AMa,y) =—u(x,y) 
Au, y) = lx, y) 
no que implica (x,y) = 0. E 


Exemplo 1.32. Voltemos à equação diferencial (73) dos autovalores do opera- 
dor de Sturm-Liouville: 


Af = (pf) +af (74) 
Dado que T é hermitiano, pelo teorema (1.49), se essa equação diferencial 
admitir duas funções autovetores f e g associados respectivamente aos auto- 
valores À e | que obedecem as condições de fronteira (70), então f e g serão 
ortogonais. 
Fazendo p(x) = 1, q(x) =0e A = -k, com k £ 0, na equação (74), 
obtemos 
f+kf=0 (75) 
que é a equação diferencial do oscilador harmônico simples da mecânica 
clássica. Todas as suas soluções são dadas por 
f(t) = Asin (kt) + Bcos kt 


Verificando as condições de fronteira (relembrando p(x) = 1): 


f(0)=0 => B=0 
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f(n)=0 => Asin(kr) =0 


Para f ser um autovetor, A 0, no que implica sin (kr) = O. Portanto 


kr=n7 —> k=n, comn inteiro. Ou seja, T assume autovalores À = —n? e 


autovetores f(t) = cn sin (nt). 
Uma conseguência disso é que, pelo teorema (1.49), 


E sin (nt)sin(mt)de=0 se mn? 
0 


Exemplo 1.33. Seja Cu(a,b) o espaço das funções reais contínuas no intervalo 
[a,b] com o produto interno definido por 


b 
1.9€ Colab) (fg)= K w(x) f(2)g(x) de 


onde w(x) E Cu(a,b), w(x) > 0. O novo operador de Sturm-Liouville nesse 
espaço é dado por 


Two: VS Cola,b) 


Tlf) = PELHAS 


onde V é o espaço das funções com segunda derivada contínua e obedecem 
as condições de contorno de (70). 
Dadas duas funções f,g EV, verifica-se que 


b 
(E T(9) = f a) O oloa (o) + cla) fe)a(o)a(a) de 


a ola) 
b 
= É g(x) pla) f(x) + g(x)a(a) f(x) de 
E então retornamos à equação (72), no que implica que T é hermitiana nesse 
espaço euclidiano. 


Exemplo 1.34. Seja V um subespaço de um espaço euclidiano complexo W, 
T:V5SW uma transformação linear e uma função Q:V 5C deV definida 
por 
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Se T for hermitiana, então 


Q(x) = (T(x), x) = (x,T(x)) = Q(x) — Q(a) ER 
Mas se T for anti-hermitiana: 
Q(x) = (T(a),x) = — (x, T(x)) = —Q(a) — Q(x) e LMi)) 
Além disso, se t é um escalar complexo, então 


Q(tz) = (T(tx), ta) = (ET (x), 2) = [EP (1T(2), 2) = |ePO(a) 
Dados z,yeV eteC: 


(Dx + ty), x + ty) 
= (Tae + ty), x) + (Da + ty), ty) 
(Da) + Dlty), x) + HUM) + Tlty),y) 
(2º), 2) + (Dlty), a) +HUT(x),y) + UT (ty),y) 
= Q(a) +UT(9),2) + HU(T(2),9) + IHPO(9) 
Se Q(a) =0, Vx e V, então 


Q(x + ty) = 


8 


(T(x),x) = 0 T(a)=2r=0 VrxeV (Axioma 14) 


E se Q(x) é real para todo x em V, implica em 


Q(x+ty)=Q(x+ty)) Q(x)=Q(x) Q(y) = Q(y) 


e então 


Q(x) + t (x, T(y)) + Ty, T(x)) + |tPO(9) = 
(x) + UT(y), 2) + HU(T(a), v) + [e Q(9) 
ta, T(g)) + ty, Pla) = UM(y), 2) + UMa), 9) 
(x, D(ty)) + (ty, Tl) = (DP(ty) 


Agora suponha y = x e fizemos t = 1. Segue que 


(x, D(x)) + (x, T(a)) = (Dx), 2) 
(x, T(x)) = (Tu), 2) 


+ (x), x) 


ou seja, T é hermitiana. Isso mostra que T é hermitiana se e somente se 


Q(a) ER, VxevV. 
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Exemplo 1.35 (Polinômios de Legendre e o operador de Sturm-Liouville). Seja 
Pa(t) o polinômio de Legendre de grau n dado por 


P(= 10) onde f()=(E-1P (76) 


“nl 


Derivando o termo fn(t), obtemos 


f)=n-(2)- (P-1 


Multiplicando ambos os lados por (t? — 1), temos que 


(1º = Dali) = 2mt (= 1) 
(2 — Df(t) = 2ntfn(t) (77) 
Derivando ambos os lados: 
O (6) + (2 — 12 (8) = 2n fa (t) + 2nt 00 (8) (78) 


Repetindo o processo várias vezes, obtemos as seguintes equações: 


210 (1) + 812 (8) + (2 — DIO) = 4nf0(6) + 2mt 2 (8) 
612 (0) + 6:18 (6) + (2 — DICE) = On fl (6) + 2nt ft (8) 
1212) (8) + 8100 (6) + (2 — DIO (8) = 8n$ (0) + mt fi (6) 
20 169 (8) + 1040) (8) + (82 — D) ft) = 100/82 (8) + 2mt 1) (6) 


É razoável supor que o múltiplo do primeiro termo é a sequência ay = O, 
An = 1 + 2n, onde n é a quantidade de derivadas feitas na equação (77). 
Então 
An-1=W-2 +H2An—1)) => an=âans+2(n—1D)+2n 


Repetindo o processo até ao, podemos escrever 


n n n 1 
=) w+U=) 4=25i pet n(n+1) 
1=0 1=0 1=0 


Para o segundo e quinto termos, aparentemente temos uma progressão aritmética 
bo=2,b,=2(n+1). E os demais termos, os múltiplos são os mesmos. Agora 
suponha que derivando a equação (77) n— 1 vezes obteremos 


(n— Dn De) + 2mt ft (6) + (12 — DID (E) = 
2nº (0) + mt ft) (79) 


Derivando ambos os lados: 


84 


(n — Dn ft) (t) + In fl) (t) + Int fe+D (t) 
++ (6) + (2 — 524 (8) = 
2n? f (7) (t) + Int) (t) + Int f+) (1) 


(n = 1+2)nft (6) + 2t(n + DID (6) + (2 — Dt) = 
2n(n + D ft (t) + Int fer+D (4) 


n(n + 1) 58 (6) + 2(m + DICHD (6) + (1 — D+ (6) = 
2n(n + D ft) + Int fe AD (1) (80) 
que é a equação (79) com n derivadas. Portanto, por indução, a n-ésima 


derivada de (77) é dada pela equação (80). 
Pela equação (76): 


(2 (t) = 2º"n!. Pa (t) 


n 


Substituindo em (80): 


n(n + DI" Pat) + 2H (n + DEP + Pal (P- DP! = 
2". (n + DIP(t) + 2 Hm nttP 


Dividindo ambos os lados por 2”n!: 


n(n + DPa(t) + 2t(n + DP + (2 — DP = 2n(n + DPi(t) + QntP), 


Isolando o termo Pa(t): 


n(n+ DI =-DB(t)= 2ntP) = 2t(n+ DP,- (= DPS 
—n(n + DBilt) = (2tn = 2tHn+ DP, -( = 1)PY 
n(n + DP(t) = 2P; + (? — DP! 


A última expressão pode ser reescrita como 


(2 — DPS! = n(n + 1)Pa(t) (81) 


Comparando com a expressão (74): 


85 


(pf +af=Af 
a equação diferencial (81) é a do autovalor À = n(n + 1) do operador de 
Sturm-Liouville com p(t) = t?- 1 ea(t) = 0. Então Pá(t) é o autovetor 
associado ao autovalor À = n(n + 1). A condição de fronteira p(a)Pa(a) = 
p(b) Pa(b) = O é satisfeita quando a e b são raízes de p(x) =t2-1=0, ou seja, 
a=-1eb=1. O intervalo trabalhado é, portanto, [—1,1]. 


Teorema 1.50 (Bases ortogonais de autovetores de transformações hermitia- 
nas). Dado um espaço euclidiano V de dimensão finita dim V = n, se uma 
transformação T:V+5 V for hermitiana (ou anti-hermitiana), então existe 
uma base ortogonal de autovetores de T. 


Demonstração. Sen = 1, então dada uma base fest, x = me, mm £0,e 
T(x) = a2e1, temos 


e portanto x é um autovetor de autovalor “2 que constitui uma base ortogonal 


de V. ' 

Agora suponha que o teorema (1.50) seja válido para qualquer espaço eu- 
clidiano de dimensão n — 1. Dado um autovetor wu, associado ao autovalor Ay, 
esse elemento pode fazer parte de uma base de V, B = (u,v>,...,Vn!, que é 
ortogonal (o método de ortogonalização de Gram-Schmidt garante a existência 
dessa base). Agora seja V” o subespaço de V formado pelos elementos x que 
são ortogonais a w, ou seja, (x,u1) = 0. Por x pertencer também ao espaço V, 
podemos escrever x como uma combinação linear da base B: 


z = aqu +agvo +agvs +...AmUn 


Então (x,uw1) = 1 (u1,u1). O coeficiente a, é zero pela hipótese de x pertencer 
ao subespaço dos elementos ortogonais a uj. Portanto 


x = avo + asus + ...QnVa 


o que implica que o conjunto B' = (va,...,vn+ é uma base de V' e portanto 
dmV' =n-—1. Agora dada uma transformação linear hermitiana T, temos que 


(T(ax), ur) — (x, T(u1)) — (x, Aqui) = A (x, wu) =0 


Isso significa que se x for ortogonal a u1, então sua imagem em T, T(x), também 
é ortogonal a wu. Ou seja, o espaço euclidiano V” é fechado em relação à 
transformação hermitiana T. Então podemos usar a hipótese que foi dada 
no início para afirmar que existe uma base do subespaço V” de autovetores 


B” = (uo,u3,...,un+ de T. Incluindo u à base B” obtemos uma outra base 
de V com n autovetores de T ortogonais entre si, o que completa a demonstração 
por indução. E 
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1.8.3 Representação matricial dos operadores hermitianos e anti- 
hermitianos 


Teorema 1.51. Seja V um espaço euclidiano complexo de dimensão finita e 
T:Vo V uma transformação linear. Se fer,...,en+ for uma base de V, então 
e T é hermitiana se e somente se (T(e;),e;) = (e;, T(e;)) para todo par 
ij. 
e T é anti-hermitiana se e somente se (T(e;),e;) = — (e;, T(e;)) para todo 
par 1,9. 


Demonstração. Se T é hermitiana ou anti-hermitiana, o resultado é trivial. 

Agora suponha que (T(e;),e;) = (e;, T(e;)) para todo par 1,j. Seja x,y € 
V. Dado que fei,...,en! é uma base de V, então « e y podem ser escritos da 
seguinte forma: 


Calculando, então, o produto interno (T'(x),y): 


(T(2),9) = (Note hos) 


= 2), by (T(ei),es) 


Por hipótese, (T(e;),e;) = (e;, T(e;)). Logo: 


= (x, T(y)) 
Para T anti-hermitiana, o processo é idêntico mas com a diferença que 


(T(e;),e;) = — (e; T(e;)) para qualquer i e j. 
E 


Teorema 1.52. Se 8 = (ei,...,en) é uma base finita ortonormal de V, T: 
VV uma transformação linear e A = (a;;) a representação matricial de REM 
então 


e T é hermitiana se somente se a; = a;j para quaisquer à e j. 
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e T é anti-hermitiana se somente se G;j — —aij para quaisquer à e j. 
Demonstração. Sabemos que é possível escrever [7]g da seguinte forma: 


EE CA si) 


onde 1; é o elemento e; na base 8 no formato de matriz coluna. Como 8 
é uma base ortonormal, vimos que qualquer produto interno em V pode ser 
escrito como 


(x, y) = Ns Gibi 
k=0 


onde a; e b; são respectivamente as coordenadas de x e y na base 5. Seme- 
lhantemente podemos reescrever a equação como 


(7,9) = Gibi 
k=0 
B 


Dada a matriz A = (a;;) = Tá, o elemento a;; da linha i e coluna j de [TI 
pode ser calculado pela expressão 


Gi; = To T(1) = (E T(L;)) 


onde escolhemos uma coluna j e emparelhamo-os com I;, no que resultará 
na soma de n — 1 termos nulos mais 1 - a;;. 

Se T for hermitiana, a;; = (1, T(1;)) = (T(1;),1;) = q; para qualquer i e 
). Procedimento análogo para T anti-hermitiana. 

Agora se tratando da recíproca: se q; = qi;j para quaisquer i e j, isso 
também significa que (T(1;),1;) = (1;, T(I;)) para quaisquer à e j. Sabendo 
que 1; e 1; são a forma matricial dos elementos da base 5 na coordenada relativa 
a 8, então, pelo teorema (1.51), T é hermitiana. Argumento semelhante para T 
anti-hermitiana. E 


1.8.4 Matrizes hermitianas, unitárias e ortogonais 


Definição 1.21. Se A = (a;;) é uma matriz quadrada tal que q; = aj; para 
qualquer à e j, então denominamos A de matriz hermitiana. Analogamente, 
chamamos A de matriz anti-hermitiana se a;j = —aji para todo à e j. Além 
disso, a matriz conjugada de A é dado por À = (a;;). 


Seja T:V + V uma transformação linear hermitiana no espaço euclidiano 
complexo V e 5 uma base ortonormal. Então dados x,y € V, o produto interno 
entre eles pode ser visto como 


o ai ARE 


onde X e Y são as matrizes colunas respectivas de x ey na base Be YT é 
a transposta de Y. Seja A = Esto Então 
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(T(2),2) = (2,7(0) > XT TO) = TOO” .X 


XT.AX=XT(ATX 


XT.AX -XT(A)TX = 0 
XT(A- AP)X =0 


Como o resultado é sempre zero para qualquer x € V escolhido, segue que 
A- AT =. E então podemos enunciar o seguinte teorema: 


Teorema 1.53. Se um espaço euclidiano V possuir uma base ortonormal 8, T: 
Vo Vforuma transformação linear hermitiana e A é a matriz que representa 
T na base 8, então 

A=A” ocuainda A=AT 


Analogamente, se T for anti-hermitiana: 


A=-AT 


Definição 1.22. Dada uma matriz A, denominamos a matriz A* = AT de a 
transconjugada de A. 


Em outras palavras, o teorema 1.53 diz que se T é hermitiana, então A = A* 
(ou equivalentemente, [T jp é hermitiana). 


Definição 1.23. Uma matriz quadrada A se diz unitária se AA* = T. Se 
diz ortogonal se AA” = T. A matriz A se diz simétrica se A = AT, ou anti- 
simétrica se A = — AT. 


Exemplo 1.36. Seja A = (a;;) uma matriz unitária. Se A só contém elementos 
reais, ou seja, Gi; = aij, então A também é ortogonal, visto que A* = AT, 


Exemplo 1.37 (Determinante de uma matriz ortogonal). Se A é uma matriz 
ortogonal, então det(AAT) = det(1) e 


det(A) det(A7) = 
det(A)” = 
det(A) = +1 


(det(AT) = det(A)) 


ou seja, ou det A = 1 oudetA=-—1. 
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1.8.5 Transformações unitárias 


Definição 1.24. Seja V um subespaço de W, um espaço euclidiano. Uma 
transformação linear T:V 5 W se diz unitária quando 


(Dx), T(y) = (x,y) VayeV (82) 


Se W for um espaço real e T obedecer (82), então T também pode ser deno- 
minado de transformação ortogonal. 


Teorema 1.54. SeT:V 5 W é uma transformação unitária, então para 
c,yeV é válido: 


1 (2,9)=0 => (P(x),T(y) = 0 

2. 4P(o)] = Ile 

3 UP(x) = Ty) ll = Ie — gl 

4. T possui uma inversa e T"! é unitária em T(V). 
Demonstração. 1. O resultado é trivial, uma vez que 


0 = (7,9) = (Dx), T(y)) 


2. ull= (2,20) = (Ma), Dx) = |7(2)] 
3 |) = Pe) = 17 — 9)Il = lx — gl 


4. Para mostrarmos que T possui uma inversa, basta provar que N(T) = (0). 
Seja « um elemento de V tal que T'(x) = 0. Então 


(Dx), T(x)) = (0,0) = O 


Mas (T(ax),T(x)) = (2,2) e portanto, pelo axioma (14), x = 0. E então, 
pelo teorema (1.26), T é biunívoca e possui uma inversa 7-1. 
(V 


Agora seja y1,Y2 E ). Então 


(1,2) = (TT Hg), TT! (992))) 
= (19), T7(y5)) 


o que implica que a transformação T—! também é unitária. 


Teorema 1.55. Seja T:V 5 W uma transformação unitária. Então 


1. SeT possui algum autovalor À, então |A| = 1. 
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2. Sea ey são autovetores associados aos autovalores distintos À e o, então 
x ey são ortogonais. 


Demonstração. 1. Se À é um autovalor da transformação unitária T e x um 
autovetor associado a À, então 


(T(a), T(x)) = (Mx, A) = MIo|É 


Por outro lado, 


(Tl), T(x)) = (x,2) = Ie? 


Portanto 22||x]|? = ||x||?. Como « é um autovetor, |x|| * O centão 2 =1, 
ouAM=1 


2. SeT(a)=AveT(y)=oy, A£o, então 
(T(x), T(9)) = (Ax,oy) = 0A(x,9) 


Por T ser unitária, temos também (T(x),T(y)) = (x,y), no que implica 


May) = (2,9) (83) 


A igualdade só pode ser satisfeita se (7,y) =0 ou oÀ =1. Pelo item 1 do 
teorema (1.55), |o| = |A| = 1. Então supomos 


A equação oÀ = 1 nos diz que 


ebe = et) =1 4=0 O=A 
o que é falso. Portanto a equação (83) só pode ser verdade se (x,y) = 0. 
E 
Teorema 1.56. Seja V um espaço euclidiano comdimV = neB=fer,...,enk 


uma base de V. Uma transformação linear T:V 5 V é unitária em V se e 
somente se 


(T(e;), T(e;)) = (es,e;) 


para quaisquer à e 9. 
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Demonstração. Seja x,y € V. Então podemos escrever x e y na base f: 


n n 
Ts , Qiei y= ) b;e; 
i=1 j=1 


então 


i=1 j=1 
nn 
— ) ) G;b; (e;,e;) 
i=1 9=1 


i=1 j=1 
= (Dx), Ty) 
Já a recíproca, se T for unitária, trivialmente (T(e;),T(e;)) = (e;,e;) para 
quaisquer i e j. E 


Teorema 1.57. Se V é um espaço euclidiano de dimensão finita n e B = 
fei,...,en) é uma base ortonormal de V, então uma transformação linear T : 
Vo Veéunitária se e somente se [rg for uma matriz unitária, ou seja, 


Demonstração. A matriz [rg pode ser escrita como 


Rir TE) 


onde [; é a forma matricial do elemento e; na base 5. Além disso, o produto 
interno pode ser dado por 


n 
zveV (ry= > ab; 
i=1 
Essa equação também pode ser reescrita como 
n 
nyeV (7,9) = > Gibi (84) 
i=1 


Suponha que ([T;[T] = T. 
Note que, pela multiplicação de matrizes e usando a equação (84), 
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(Ta (Io), Tê (Ig) = dy 


onde d;; é o elemento da linha à e coluna j da matriz identidade de ordem 


n. Isso também é válido para (1;,1;), uma vez que 5 é ortonormal. Então 
podemos fazer a igualdade (TÊ CI), TS (15) = (I;,1;) para quaisquer à e j. 
Pelo teorema (1.56), T é unitária. 

Agora vamos à recíproca. Suponha que a transformação T é unitária e que 
(TJ) Ei = À, onde 4 = (a;;) é uma matriz quadrada. Usando multiplicação 
de matrizes: 


Mas T é unitária, então 
dj = Ui 1) = dj 
Logo (Gr 4 = Te, portanto, a matriz [rá é unitária. E 
Teorema 1.58. Se À é uma matriz unitária, então 
1. A possui uma matriz inversa e AT! = A* 
2. As matrizes AT, A e A* também são unitárias. 


3. Os autovalores de A são complexos de norma igual a um. 


4. det A|=1, ese À possuir apenas elementos reais, det A = +1. 


Demonstração. 1. A equação A*A = 1 implica det(A* A) = det T e então 


det(A*) det A = 1 


o que significa que det 4 £ 0 e portanto possui uma inversa. Então A*A = 
1 nos diz que 4* é a inversa à esquerda de A. Como a inversa é única, 
então AA* — [e ATI = A+. 


2. Aplicando a transposta em 4*A = I obtemos AT À = TI, o que significa 
que A é unitária. Além disso, A” é a inversa de 4, o que significa que 
AA” = T. Portanto a matriz A” é unitária. Similarmente, A4* = 1, o 
que significa que 4* também é uma matriz unitária. 


3. Se A é unitária, então, pelo teorema (1.57), está associada à alguma trans- 
formação unitária T. Por sua vez, se T tem autovalores (que são os mesmos 
de 4), pelo teorema (1.55), esses terão módulo 1. 
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4. A expressão A*A = I implica em 
det(A* A) = det T 
det(A*) det A = 1 
det (47) det A =1 


det(AT) det A = 1 


det AdetA=1 
|det 4? =1 
det 4|=1 


Se A for real, os únicos números reais que possuem módulo um é 1 e —1. 
Portanto, det A = +1. 
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2 Revisão de Cálculo 


2.1 Convergência de sequências e séries 
2.1.1 Sequências 


Definição 2.1 (Sequência e limite). Uma lista de termos ordenados fa, +, onde 
n é um inteiro positivo e a, uma função cujo domínio são os valores de n, é 
denominada de sequência numérica, ou sucessão. 

Se para qualquer e > O existir algum inteiro positivo N tal que 


lan — L|<e Yn>N 
então é dito que a sequência (an+ possui limite L, é convergente e denotado 


como 


lim a,=L (85) 


nH500 


Se uma sequência não for convergente, então dizemos que ela é divergente. 


Os valores a, e L podem ser reais ou complexos. Se este último for o caso, 
podemos fazer a, =u+vie L=a+bie então podemos repartir a, — L em 
uma parte real e uma imaginária: 


àan—L=u(n)-a+ (v(n) — bi 


Os termos |u(n) — al, |v(n) — b| e lan — L| são os comprimentos de um 
triângulo retângulo no plano C e, portanto, são válidas as desigualdades: 


fu(n)— a) < lan —Z] 
| ini Sler= dl (6) 
jan LI <|u(n)-al+|o(n)-5) (87) 


O conjunto de desigualdades (86) nos diz que se a, tende a L quando n 
tende a infinito, pelo teorema do confronto u(n) tenderá a a e v(n) tenderá a d. 

Já na inequação (87), se u(n) tende a a e v(n) tende a b, então a, tende a 
L. Isso significa que se uma sequência de números complexos convergir, então 
ambas as sequências associadas à parte real e à parte imaginária vão convergir, 
e a recíproca também é verdadeira, no que resulta 


lim a, = lim u(n) +i lim v(n) 

n—so00 n—o00 n—o00 
Exemplo 2.1. Seja x ER, |x| < 1 ea sequência fan = «”"). Dado um 
ce>0, seja N = Nogyz| el, denotando o inteiro superior mais próximo ou igual 
a log, e. Então ed <e. Fazendo L =0, a expressão |a, — L| se reduz a |x”|. 
Além disso, multiplicando |x| < 1 por |x| obtemos 


o<lz<|z<1 (88) 
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Repetindo o processo mais N vezes obtemos a inequação RE < Eau 


Dessa forma, descobrimos que |x”| < Ed <epara todon >N, o que implica 
lim q” =0 
n— 00 


Definição 2.2 (Divergências que tendem ao infinito). Uma sequência (an) é 
dita que diverge para mais infinito se 


Vy IN talquea>y Yn>N 


e escrevemos como lim a, = +00. 
n—> 00 


Analogamente, fan! diverge para menos infinito se 


Vy IN talquea<y Yn>N 


e é denotado como lim a, = —0o. 
n—> 00 


Para sequências de números complexos, cujo corpo não possui ordem, diz-se 
que an tende a 00 quando n + 00 se |an| + 00. 


Teorema 2.1 (Combinação linear de sequências). Se fan) e (bat são duas 
sequências convergentes ea,B EC, então (aan + Bbn+ converge e 


a lim a, +68 lim b,= lim aa, + 5b, 
n— 00 n— 00 n—5 00 
Demonstração. Dado « > 0 e e» > 0, é verdade que existem N, e N5 tal que 
lin— Ih|<ea VYn > N e [bn — Lo| < e» Yn > No 


Multiplicando a primeira inequação por |a| e a segunda por |]: 


loan —ali|<l|ola VYn>N e l|bb,-BLs|<lBlo VYn>No 


Fazendo N = max(N,, No + e somando ambas as expressões, obtemos 


loan o aLi| Ste [Bbm => BLol < lala + |Bleo vn >N 


Mas pela desigualdade triangular: 


juan — ay + Bb, — BLo| < |aa, — aln|+ |Bb, — BLo| 


e portanto, fazendo e = jaja + |Bleo: 


(aan Bbn) (al k BLo)| <e Yn>N 


o que implica que (aa, + $b,) converge e 


lim aa, + Bb, = aly + 8Lo 


n—00 


=a lim a, +$8 lim b, 
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2.1.2 Séries 


Definição 2.3. Dada a sequência fan+, a soma parcial sn dos termos dessa 
sequência é dada por 


n 
Sn — > Ck 
k=0 
A sequência definida por fsn+ é chamado de série infinita. E se 
lim s,=S 
n—00 


onde S é um número real ou complexo, então dizemos que fsn+ converge 
para S. 


A série infinita (s,) advinda da sequência (a, + também pode ser escrita na 
forma, 


n 
lim , An 
n—> 00 
k=0 


que denotamos com uma expressão mais simples: 


(0,0) 
Din 
k=0 

oo 


Se (sn+ diverge, então > ar diverge e não há soma. É importante notar 


k=0 
(0,0) [o,0) 


que a soma é o resultado da série ) ax quando esta converge. O termo ) ak; 
k=0 k=0 

diz respeito à série infinita, podendo ela convergir ou divergir. 

Teorema 2.2. Se>S ax e >) by são duas séries convergentes ea,B EC, então 

35 aa + Bbp também converge e 


“SD an +tBS bn = Doca, + Bbk 
k=0 k=0 k=0 


(0.6) n 
Demonstração. Sabendo que > an = lim > an € o mesmo para b,, a de- 
n—> 00 
k=0 k=0 
monstração é trivial usando o teorema (2.1). E 


O subíndice do somatório não necessariamente precisa começar com k = 0, 
oo 


pois isso não afeta na convergência ou divergência da série infinita. Se ) An 


k=0 
[o,0) 


converge, então ) an com p > O também converge, uma vez que 
k=p 
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[o 0) oo p—1 
Dim =D an Dam 
k=p k=0 k=0 


oo p—1 
Sabendo que ) an possui um resultado definido e que > An é uma soma 
k=0 k=0 
oo 
finita, então ) an é a soma de dois números e logo é convergente. A recíproca 
k=p 
oo [6.0] 
também é verdadeira: se ) an convergir, então ) an também converge. 
k=p k=0 
oo oo 


Pela contrapositiva, se No an diverge, então * an diverge e vice-versa. 
k=p k=0 
Isso implica que a adição ou subtração de finitos termos não altera a con- 
vergência ou divergência de uma série infinita. O teorema a seguir mostra que 
isso nem sempre é verdade quando adicionamos ou subtraímos outras séries 
infinitas. 


Oo D0 D0 
Teorema 2.3. Se >, An converge e o ba diverge, então se An + bn diverge. 
k=0 k=0 k=0 


Demonstração. 


ba = (an + ba) — an 


e portanto 


oo 
Se > an + ba converge, então, pelo teorema (2.2): 


k=0 
oo oo (0,6) 
> (an + ba) — > An = DRC +ba)— an 
k=0 k=0 k=0 
(6,6) 
o que leva a conclusão que Ss + ba) — an é a soma de duas séries con- 


k=0 
(0,0) 


vergentes e portanto converge, o que é falso. Portanto > (am + ba) não pode 
k=0 
convergir e então diverge. E 


Teorema 2.4 (Série telescópica). Sejam (an) e (bn) duas sequências tais que 


Yn an=ba41—bn 
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Então a série San converge se e somente se (bn) convergir e em caso 
positivo, é válido 


n—00 


Soan=L-do onde L= lim b, 
k=0 


Demonstração. Note que 


so=b — bo 
s1=b—by+b — bo 
= bo — bo 


Suponha que sn-1 = bn — bo seja válido para um certo n. Demonstra-se por 
indução que essa expressão é válida para todo n: 


Sn-1 + (bn+1 Ro bn) = bn, E bo + (ba+1 Te bn) 
Sn-1 + An = ba — bo 


Sn = ba41 = bo 


E logo 


[010] 

) An — lim bas1 E, bo 
n—+00 

k=0 


Se (bn) converge e lim by = L, então 
n—00 


E sei; 
k=0 


oo 
E se ) An convergir, então 
k=0 
oo 
lim ba = bo + ) An 
n—so00 
k=0 


o que implica que (bn) também converge. 
E 


Teorema 2.5 (Série geométrica). Sex e C, |x| < 1, então a série infinita 
>) x* converge e 


Soat ano (89) 


l-s 
k=0 
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Demonstração. A soma parcial de f(x”) é dada por 


Sn=1+.. +27” 


Note que se « £ 0, então 


Cia fps dera 
x 
RA areas Lari” 
fo E 
—1 
dio +20" = sn 
E 
sa-lr+aetl=gr-s 
gt -1=s(x-1) 
art 1 
dida Z—l 
1— qr 
= 90 
lá l-g e) 
E então 
oo 
|u= n+1 
bu = lim s,= lim E 
e n->00 n5oo 1I-g 
Sabemos que pelo exemplo (2.1), lim «"*! = 0 se |x] < 1 e portanto 
n—so00 
oo 
Dt 
k=0 e 
E 


Se |x| > 1, então o limite lim a"! 
n— 00 
0 


Selxl=1,entãorx=e?e 


diverge e não há soma. 


CC qn+H [= e in+1) 
lim ——— = lim >——— 
n>oo 1-gx n>00 1—- e'? 

O valor 6 = O não pode ser possível por causa do denominador. Se x = 1, 
a soma parcial será sy = n + 1, que diverge quando n > o0. E para 0 £ 0,0 
valor oscilará entre os complexos de módulo um, sem assumir um valor definido 
quando n — 00. 

O valor x em (89) pode ser substituído por qualquer função f(ax:) cujo domínio 
fique limitado àqueles elementos x que satisfazem |f(x)| < 1. Em particular, se 
f(x) = —x, então obtemos 


— 1 
3(-mt=1 Ed ni a is SR se |z|<1 
E l+a 
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2.1.3 Critérios de convergência 


Na prática, nem sempre é fácil obter uma fórmula para as somas parciais sm 
e assim verificar se uma série converge ou diverge com base no limite de sa. 
Entretanto é possível estabelecer condições suficientes para uma convergência, 
condições necessárias caso uma série convirja e, fnalmente, condições necessárias 
e suficientes para uma convergência sem precisar encontrar sn. 


Teorema 2.6 (Condição necessária para convergência). Se 3) an converge, 
então é condição necessária 


lim a, =0 
n— 00 


Demonstração. Seja sn a soma parcial de a,. Para um n finito temos 


Sn=0]+a+...+ a, 


Isolando o termo ay: 


An = Sn 8n-1 


Aplicando o limite em ambos os lados: 


lim an = lim sy— Sn 
n—o00 n—s 00 
Uma vez que 5” a, converge, então ambos s, e sn-1 também convergem e 
para um mesmo valor, no que implica lim, oo 4 = O 


O teorema (2.6) é mais comumente usado na sua contrapositiva: se lim, so0 An É 
O ou diverge, então 3” an diverge. 


Teorema 2.7 (Teste de convergência em séries de termos não-negativos). Se 
fank é uma sequência com a, > 0, Yn >0, então San converge se e somente 
se a sua respectiva soma parcial sn é limitada superiormente. 


Demonstração. Dado que os elementos de (a, ! são não-negativos, então O < 
Sn-1 < 8a Yn. Se sn é limitada superiormente por M, então O < s, <M. 
Aplicando o limite: 


0O< lim s,<M 


n—00 


o que significa que 5” a, converge. 
E se SJ a, converge, então sn é limitada superiormente por lim, -so0 Sn. E 


Exemplo 2.2. A séries =5' a é limitada superiormente. Para mostrar isso, 
note que enquanto a potência 2"! só possui 2 como fator, o fatorial de qualquer 


inteiro n > 2 inclui 2 e outros inteiros maiores como fatores, no que resulta 


n!> 9 
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E sabemos que 


[0,0 1 [0.0] 1 n—1 
Da (5) 
n=0 n=0 
[6,0] 1 n 
— 2 — 
»2(5) 
n=0 
1 
—— a . 1 
l=-5 
=4 
E portanto 
Ha 
ai 
n! 
n=0 
Pelo teorema (2.7), a série > — converge. 
n! 
n=0 


Teorema 2.8 (Teste de convergência usando integral). Se f é uma função tal 
que f'(x) < 0, f(x) > 0 e é integrável para todo « > 1 e 


RE be) qds 
x / 


para todo n > 1, então ambos sn e tn convergem ou ambos divergem. 


n 
Demonstração. A somatória > f(k) diz respeito à integral da função escada 
k=2 
n—l 
inferior a f enquanto que >, f(k) é a integral da função escada superior a f. 
k=1 
Uma vez que f se situa entre essas duas funções escada, então 


n n n—1 
Sus [ tous tb) 
h=2 l h=1 
n n—1 
No limite em que n > 00, se / f(x) da divergir, então se f(k) diverge. Se 
i k=1 


n—1 


f(k) diverge, então | f(x) diverge. Se > f(k) converge, então | f(x) da 
1 E 1 


n 
k=2 


n n 
converge. Finalmente, se / f(x) dz converge, então Bm f(k) converge. E 
E k=2 
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(0,0) 
1 1 
Exemplo 2.3. Seja a série ba ao Sabemos que f(x) = = é monótona de- 
n=1 
crescente no intervalo [1,00) ses >0. Paras fl: 


das 1 E 
e s: gs 


1 
1 1 


Ss  s-nsl 


”d 1 1 
fa rs figo Cas (91) 
n-00 Jy xe n>500 $S Ss ns 


Ses <1, então a potência de nº! é negativa, no que implica 


no | 1 mo 
lim A tm lim ipa 
n>500 8 s-nsTi n>500 8 Ss 


onde 1 — s > 0. Consequentemente, o limite da integral diverge e portanto 


(6,0) 


> — diverge ses <1. 
ns 
n=1 
1 oo 
Ses>1,o limite (91) converge para —, o que implica que > — converge. 
s Ri n$ 
Ses=1, então 
n d io 
z 
K — = In(x) 
1 1 
= In(n) 
n oo 
E ; Lo. ; 
E então lim — diverge, o que também deve acontecer para o — 


Teorema 2.9 (Teste da comparação). Sejam os termosa, >0 eb, >0,Yn> 
1. Se existir uma constante positiva c tal que 


então 3 an converge se 3: bn convergir. 


Demonstração. Suponha que s, e tn são as somas parciais de a, e by respecti- 
vamente. Se a relação (92) for válida para alguma constante positiva c, então 
se somarmos (92) múltiplas vezes com n = 1,2,3,...,k obtemos 


Sn<cty Yn 


Fazendo o limite n > oo: 
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D0 D0 
5 an < es ba 
n=1 n=1 


oo oo 
Se ) bh convergir, então ) an é limitado superiormente e então, pelo 


n=1 n=1 
(6,0) 
teorema (2.7), ) Gn converge. E 
n=1 


A contrapositiva do teorema (2.9) nos diz que se (92) é satisfeito e >” an 
diverge, então >: by também diverge. 

Além disso, remover os primeiros termos da série não afeta a convergência 
ou divergência, o que implica que podemos usar o teorema (2.9) com (92) sendo 
satisfeito para todo n > N, sendo N um inteiro positivo arbitrário. 


Teorema 2.10 (Critério da raiz em séries de termos não-negativos). O critério 
da raiz (ou de Cauchy) afirma que se San é uma série com termos não- 
negativos tais que 


lim Yan=R (93) 
n—o00 
então a série converge se R<1 edivergeseR>1. EseR=1,o resultado 


é inconclusivo. 


Demonstração. Começamos pela desigualdade 


0O<a<a” Yn (94) 


Pelo teste da comparação, Sam converge se 3: x” convergir, o que só é 
possível se 0 < x < 1 (descartamos « = 0, uma vez que a, nem sempre é nulo). 
A desigualdade (94) também pode ser escrita como 


0O< vVa,<a 


Aplicando o limite n — oo nessa desigualdade resulta em 


0O< lim YVan<a 


n—00 


O<R<ga 


Se R< 1, então podemos escolher um x tal que R< x <1e aplicar o teste 
da comparação, ou seja, >) an converge. 

Se R > 1, então haverão infinitos termos Way > 1, o que também significa 
que haverão infinitos termos a; > 1 e então dim an não pode convergir para 0, 


no que 3” a, diverge pelo teorema (2.6). 
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1: para 


Agora vejamos dois exemplos de séries infinitas tais que R 


(6,0) 1 n : . 1 
se (1 + =) , temos dim, Van = dim 1+ EE 1, mas 


n=0 
; ta 
lim (+) =e+( 
n 


n—00 


e portanto a série diverge. Para > —, temos lim 4a, = lim 4/— 
n—> 00 n—> 00 n 


= 
Mas sabemos que pelo exemplo (2.3) o — converge. E 
19) 


Teorema 2.11 (Critério do quociente em séries de termos não-negativos) 
critério do quociente (ou de D'Alembert) afirma que se SJ an é uma série com 


termos positivos tais que 
a 
a À (95) 


lim 


n—00 Am 
então a série converge seL<1 e divergeseL>1. EseL=1,o resultado 


é inconclusivo. 
Demonstração. Suponha L < 1. Então existe algum real x tal que L < x <1 


Como 
An+1 


<r Yn>N. Manipulando essa 


então existe algum inteiro N tal que “r+1 
An 
desigualdade, obtemos: 


An+1 <TºAn 


Ant 
EG Yn > N 


ar 
no. Qm, 
o que significa dd a eo = É monotonamente decrescente a partir de 
Eri 
n>N. Ou seja, *2 e a) Yn > N. Multiplicando ambos os lados por x”, 
x 
que é positivo, PRETA em 
AN ”; 
o < (8a 
; 4 a qN 


Uma vez que — é positivo e quer < 1 => 54” converge, pelo teo- 
rema (2.9), 5: an também converge. 
Se L > 1, segue que a, é sempre crescente a partir de algum N, no que 


lim, 00 4 £ 0 e >) an diverge. 
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No caso L = 1, podemos encontrar lim,-»o0 [VT = 1, sendo 
e) 
n 
= 1 ms minas CEB fe 

que se 1+-— | diverge. E também lim, so —— = lima s00 O dad O 

ea n = (n + 1) 

E! 

sabendo que >, o) converge. E 


n=1 


Definição 2.4 (Séries alternadas). Uma série San é dita alternada se pode 
ser escrita na forma 


» An = Saya, 
n=1 n=1 


comb, >0 Yn>l. 


Teorema 2.12 (Convergência em séries alternadas: regra de Leibniz). Se a 
sequência (an) é sempre monótona e decrescente e satisfazer 


lim a, =0 


n—00 
oo 
a pis —1 op É 
então a série alternada , (—1)" “an converge. Se essa série possui soma 
n=1 


S esn é a sua soma parcial, então também são válidas as desigualdades 


O<(-D(S—-sa)<ang YWnDl (96) 
Demonstração. Seja sn a soma parcial de > an Os termos pares da 
n=1 
n—l 


série possuem (—1) = —1. Portanto a sequência [s2m) é monotonamente 
crescente, uma vez que 89n4+2— 82n = 49n+1— 42n+2, que é sempre positivo, dado 
que por hipótese fa, | é monotonamente decrescente. Analogamente, os termos 
ímpares possuem (—-1)""1 = 1 e portanto son41 — 82n-1 = Gon41 — 49h < 0,0 
que implica que (son -1+ é monotonamente decrescente. Sabendo que 


82n-1—8n=Gn-1>0 => sm-1>8m Yn 


então podemos afirmar que ambas as sequências som € S2n-1 São limitadas 
inferiormente pelo primeiro termo de son, que é so, e limitadas superiormente 
pelo primeiro termo de s9n-1, que é s1. Isso significa que ambas convergem 
quando n — oo e ainda 


lim Son-1 — $2n — lim GQn-1 — 0 
n—+00 n—+00 


e então 
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lim so1= lim sm=S> lIms=sS 
n—> 00 n—> 00 n— 00 


oo 
Portanto > (1a converge e é igual a 5. 
1 


= 
Para provar (96), sabemos que so, 1 é monotonamente decrescente e son é 
monotonamente crescente e portanto 


S < son4y1 <S2n-1 Son <San,2 CS Yn 


Juntando ambas de maneira conveniente e multiplicando a primeira por —1: 


—8m 2-5 > —Son41 > —82n-1 Son < Sm LS<LsS Yn 


Somando s2n-1 à primeira desigualdade e subtraindo so, da segunda obte- 
mos 


Smn-1— 82h 2 8Sn-1—S2>58n-1-Sn41>0 


O<smy2—- Sm <S—s <LSmy1—Sm Yn 


Omitindo os terceiro e segundo termos respectivamente e calculando s2n—1 — 
Son € S2n+1 — S2n resulta 


0O<smn-1-—S<am 0O<S-—samn <a Yn 


Sabendo que 2n — 1 é ímpar e que 2n é par, então podemos reescrever essas 
desigualdades da seguinte forma: 


O<(-1)(S— sn) < ans 


o que completa a demonstração. E 


(6,0) 
1 
Exemplo 2.4. Sabemos que , — diverge, como visto em (2.3). Mas como 
n 


n=1 

1 o Med » 
— + é sempre monotonamente decrescente e satisfaz lim — = 0, então pela 
n n>00 1 

— 1 

regra de Leibniz, a sua versão alternada , (-1)"T > converge. 
n 
n=1 


Teorema 2.13 (Convergência condicional e absoluta). Se > |an| converge, 
então 3' an também converge e 


DE (97) 
n=1 n=1 
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Demonstração. Primeiramente suponha que os termos de fa, ) são todos reais. 
Fazendo by = an + |an|, podemos chegar na desigualdade O < bh < 2Jan|. Por 
hipótese, 3: |an| converge e, portanto, 5 b, é limitado superiormente, no que 
implica que 3” b, converge e então 5) an = >) bn — |a,| também converge. 

Agora suponha que os termos de (a, + em geral são complexos. Fazendo 
An = Un Hi Va, com un; vn E R, podemos chegar na desigualdade [un] < |ún|. 
Como 5" |an| converge, então >” |un| é limitado superiormente e portanto con- 
verge. Como mostrado no parágrafo anterior, a convergência de S' |u,| implica 
na convergência de > un. Da desigualdade |v,| < |an|, também conclui-se que 
33 |vn| converge e portanto 5” v, também. A combinação linear de séries con- 
vergentes é uma série convergente, então >) an = > un +i- vn converge. 

Para provar (97), basta notar a desigualdade triangular generalizada 


k k 
Dian|<> lan! 
n=1 


n=1 
Tomando o limite k — oo, obtemos (97). E 


Definição 2.5 (Convergência absoluta). Uma série San é dita que converge 
absolutamente se 3: lan| converge. E seS an converge e 3: lan| diverge, então 
35 an é semi-convergente. 


Dada duas séries San e >; bn que convergem absolutamente, então a com- 
binação linear das duas séries também converge absolutamente, uma vez que 
pela desigualdade triangular 


k k k 00 00 
SO loan + Bda] < lo 5) Jan) + 1813) [nl < 01 5) lan) + 1815 [ba 
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 


Slauan + 8bn| é limitado superiormente e então converge. 


Teorema 2.14 (Fórmula de Abel para Soma parcial). Sejam (an) e fbn) duas 
sequências de números complexos e 


n 
An=> a (98) 
k=1 
então é válido a seguinte identidade: 


De apbp = Anbn41 + ma Ap(by — bp41) (99) 


k=1 k=1 


Demonstração. Definamos Ag = 0. De (98) podemos obter a = Ap — Ap-1, € 
portanto 


> Gb — > (As — Ap-1)bk = se, Apby — > Apae (100) 
Ei 


k=1 k=1 k=1 
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mas dado que Ay = 0, podemos fazer 


n n n—1 n 
o Ap-1bp = >, Ap-1bp = > Abrs = [> Auta) — Anbn41 
k=1 k=2 k=1 k=1 


e substituindo em (100) resulta 


>, Gpbk = » Ayby — ((% data) — Abu) 
E=1 Rei si 


e finalmente 


se apb; = Anbn+1 + >, Ap(by — by+1) 


k=1 k=1 
E 


Fazendo o limite n — oo em (99), podemos concluir que se a série 5) Ay(bk — 
bk+1 convergir e também a sequência [A,bn+1+, então 3" axby converge. 


Teorema 2.15 (Teste de Dirichlet). Seja 5) an uma série de elementos com- 
plexos cuja soma parcial é uma seguência limitada. Se (bn! é uma sequência 
que é decrescente e lima +00 bn = 0, então a série >  anbn converge. 


n 

Demonstração. Seja An = Sn = so ar do teorema (2.14). Como s, é limitado 
k=1 

superiormente, então existe algum M > 0 tal que Vn, |A,| < M. Portanto 


o limite lim A,b,,1 continua sendo zero. Então para provarmos que 3” ayby. 
n— 00 


converge, precisamos somente mostrar que nas condições da hipótese 57 Ayx(by — 
b+1) converge. Como (b, + é decrescente, então by — bry1i > 0 Yk e podemos 
multiplicar a desigualdade |A,| < M por by — bp: 


|Ax(bk — be 1)] < M(by — bes) 


A série 5) M(bp — by+1) é telescópica e converge, dado que lim, +00 bn con- 
verge. Então >) |Ax(by — by41)| é limitada superiormente pela série telescópica, 
o que implica que 3) Ay(bk — bk+1) converge absolutamente e portanto, pelo 
teorema (2.13), 5) Ax(bk — by+1) também converge, o que completa a demons- 
tração. E 


Teorema 2.16 (Teste de Abel). Se 3) am é uma série convergente de termos 
complexos e (bn) é uma sequência monótona convergente de termos reais, então 
a série >) anbn converge. 
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Demonstração. Seja A, o termo definido no teorema (2.14). Se 3” a, converge, 
então a sequência (A, converge e consequentemente é limitada. Como (bn) é 
uma sequência convergente, então (A,bn+1) também converge. E então retor- 
namos à demonstração de (2.15). Se [b,+ é monotonamente crescente, usamos 
o termo by 1,1 — by ao invés de bp — br,1 para multiplicar |A,| < M. A série 
35 M(by+1 — by) também é telescópica e converge. E 


Teorema 2.17. Se 0 ER não é um múltiplo inteiro de 7, então 


2 sin (n0) 
3 Eu = EA n+1)0 (101) 
RE sin (0) 
e também 
- 1 
21k0 
e <-—-—— 102 
“fm (0) o 
k=1 
Demonstração. Fazendo x = e2'º na soma parcial geométrica (90), obtemos 
2i(n+1 2in6 —in0 —410 
pe ai E E eo, E Ee 
— e2i0 — 1-e2% emino  e-io 
Eds : —in0 inO vi 
so EZiko — 2i e TE O pZibtino-io À TSM (n0) ei(n+1)0 
je — gil — sin (6) 


que então leva a (101). Para provar (102), note que |sin (n9)| < 1 e que 
Jet (n+1) ice = 1. E 


Exemplo 2.5. Fazendo a, = x” no teste de Dirichlet, onde |x| = 1 mas 
a? £ 1, então para qualquer sequência monotonamente decrescente (bn) cujo 
limite é zero a seguinte série converge: 


oo 
) bag” 
n=1 


2.2 Integrais impróprias 


Definição 2.6 (Integral imprópria do tipo 1). Seja f(x) uma função integrável 
em um intervalo [a,b), onde b > a. Uma nova função I(x) é definida pela 


expressão 
- | toa 


Uma integral imprópria do tipo 1 é definida por lim I(x) e também denotada 
L—00 


por [- f(t) dt. É dito que essa integral converge quando o limite lim I(ax) 


X—00 


existe e é finito. Se não convergir, diz-se que a integral diverge. Se Jim I(a) = 


A, então À é o valor da integral imprópria e denotamos o f(t)dt=A. 
a 
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Exemplo 2.6. Dado f(x) = «7º, a sua integral em um intervalo [1,b] é dado 


por 
bl—s no 


1 
b 105 966 1 
K as“do= e 
1 
In(b) ses=1 
oo 
Ses=1,a integral [ a “da diverge, visto que o logaritmo cresce ilimita- 
1 


(6,0) 


damente. No caso s £1, a * dx só converge se lim bl” converge, o que 
b—> 00 


1 
só acontece quando 1 — s < 0, ou eguivalentemente s > 1. Nessa condição, o 
limite lim b!”* é zero e portanto 


b—s oo 
ás 1 
/ q êda= 
1 S— 1 


Exemplo 2.7 (Função gama). No exemplo (1.6) usamos a integral imprópria 


convergente 
oo 
/ e“dr=-e* 
ú 0 


D0 
i av”e “dr=nl! 
0 


Com base nisso, a função gama é definida pela integral imprópria convergente 


D(a) Sl pato 
0 


com o domínio ampliado para os escalares complexos. 


(0,0) 


=1 


para concluir que 


b 
Analogamente, a integral imprópria / f(x) dx é definida pelo limite 


b 
lim f(x) da 


a—>-—0o0 a 


c oo 
Se ambas as integrais É f(x) da e É f(x) dz convergirem, então dizemos 
— 00 Cc 


que l f(x) dz converge e 


É Feydé ih fa) des [o Fada 


Mas se pelo menos uma dessas duas integrais divergir, então / f(x) da di- 
— oo 


verge. 
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Teorema 2.18. Seja f(x) uma função integrável em um intervalo [a,b], para 
oo 
qualquer b > a e satisfaz a condição Ve > a f(x) > 0. Então / f(x) dae 


converge se e somente se existir uma constante M > O tal que 


[reae<m Vb>a (103) 


b 
Demonstração. Se (103) é satisfeita, então a integral parcial f(x) de é uma 


a 
função de b sempre crescente a partir de « = a e é limitada superiormente. De- 


notando S' como sendo o supremo de f(a) dx, para qualquer e > O podemos 
a 


b 
| todo 
a 
sua convergência. 
(6,0) 


Se Ji f(x) dx converge, então vamos fixar um M tal que M > K fla) da, 


encontrar um é > a tal que |S — < e Yb>ôó, no que implica em 


e portanto M > 0. Uma vez que a f(a) dx é sempre crescente em relação a b, 


[te jar < ff flu)de Wb>a 


que implica (103). E 


segue que 


Teorema 2.19. Seja f(x) uma função integrável em um intervalo [a,b], para 
qualquer b > ae f(x) é não negativo Yx > a. Se g(x) é uma função tal que 


O<f(a)<g(a) Ve>aea integral [O g(x) dz converge, então a f(x) da 


a 


[sejas [" otajas 


Demonstração. Uma vez que O < f(x) < g(x), então para qualquer partição 


b b 
temos / f(x) da < / g(x) dx. Tomando o limite b > c0, obtemos 


[sejas [" atajas 


Por hipótese, K g(x) dz converge e portanto, pelo teorema (2.18), j f(x) da 


a 
também converge. E 


também converge e 
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Teorema 2.20. Sejam f(x) eg(x) duas funções tais que [ 
a 
existem para qualquer b > a e satisfazem as condições 


Ve>Da f(x)>0 g(x)>0 


oo 
Se lim Fa) = c, onde c + 0, então ambas as integrais [ 
200 g(2) a 


(0,0) 
convergem ou ambas divergem. E sec=0, então / f(x) da só pode convergir 
a 


HG dn / ol dá 


[0,0] 
se | g(x) dz convergir. 
a 


Demonstração. Se lim e =c, ec então para algum 6 > a as condições 
ao g(1 
a seguir são satisfeitas: 
Ds aa Va > 6 (104) 
g(x) 


ondeu <cev>c. Sabendo que g(x) é positivo, podemos multiplicar (104) 
por g(x) sem inverter a ordem das desigualdades: 


O<ug(x)< f(x) <vg(a) Vr>ô 


Usando a propriedade da integral que conserva a ordem de desigualdade em 
funções não negativas e integrando os termos, chegamos na seguinte expressão: 


b b b 
o<[ usle)de < | Hojdo< [ vg(a)dae Va >óô 


onde d > 6. No limite em que b > oo, as constantes u e v não interferem 
(6,6) D0 


g(x) dz e, portanto, se F vg(x) dz convergir, então 


na convergência de K 
d 


d 
(0,0) 

pelo teorema (2.19) ! f(x) dz também converge. Por raciocínio análogo, a 
d 


divergência de uma das integrais também implica na divergência da outra inte- 
gral, e o mesmo para convergência. 
Se c = 0, então para algum ó > a as condições a seguir são satisfeitas: 


pes 
EA 


0 < 


<v Vx>ô (105) 


pa 
8 
dd 


Multiplicando por g(x) e aplicando a integral: 


b b 
o< [ Hojdo< [ vgla)da Var >óô (106) 
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b 
E disto apenas podemos concluir que se no limite b > oo / g(x) da converge, 
d 


b 
então f(x) de também converge. A sua contrapositiva também pode ser 


dante deduzida. 

E finalmente, a escolha da constante d não afeta a convergência ou di- 
vergência de qualquer uma das integrais trabalhadas acima, o que significa que 
os resultados também servem para d = a. E 


Definição 2.7 (Integral imprópria do tipo 2). Seja f(x) uma função integrável 
no intervalo (a,b] e I(x) a função 


b 
I(2) = E f(1) dt 


b 
Dizemos que a integral imprópria do tipo 2 denotada por [ f(t) dt converge 


seo limite 


vs a- va 


lim T(x) = lim KR F(t) dt (107) 


existe e é finito. Se (107) existe e é igual a À, então denotamos 


A flat = A 
a+ 
b 


A definição da integral f(t) dt também é similar à integral anterior, 
onde f(x) precisa ser integrável no intervalo [a, b). 
c b— 
Se f(x) é integrável em (a,b), c E (a,b) e ambas Í f(t) dt e f(t) dt 
a- c 
b— 
convergem, então dizemos que f(t) dt também converge e 
a 
p= 


b— c 
rgar= [ f(t) dt + F(t) dt 
a c 


a-+ 


2.3 Convergência de séries e sequências de funções 


Definição 2.8 (Convergência pontual). Seja (fn(1)+ uma sequência cujos ter- 
mos possuem dependência à variável x. Diz-se que (fn(x)t converge pontual- 
mente à função f(x) se 


f(x) = lim fa(z) para todo x em que o limite converge 
n—o00 


Equivalentemente, (fn(x)+ converge pontualmente para f(x) em um intervalo T 
se para cada xo E 1 existir um Nx, tal que 
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n> Ne implica l|falxo)-— f(xo)|< e 


com e > 0 arbitrário. 

A função f(x) se chama função limite da seguência (fnlx)). Também é 
dito que (fn(x)+ converge pontualmente para f(x) no domínio em que o limite 
converge. 


Exemplo 2.8 (Sequência de funções contínuas com função limite descontínua). 
Seja falz) = a” cujo domínio é [0,1] Yn. No limite n > oo, a sequência 
Ln(x)+ converge no intervalo [0,1] para a função f(x): 


O se0O<ax<l 
no=(1 sex=1 


Note que f(x) é descontínua em x = 1 apesar de todas as funções fnlx) serem 
contínuas no intervalo [0, 1]. 


Exemplo 2.9 (Sequências tais que / lim fa(t) dt lim / fn(t) dt). Dado 
a n—00 n—00 a 


n+1 


n)=t",2£0,a=1, temos 


x x x 1 
7 5 pera 
/ lim fn(t) dt = À lim tv dt= ) -dt=Inlz| 
1 N->00 1 N=00 1 t 
que converge para todo x > 0. Porém 


x 


lim / ftdt= lim [| É adt= lim 


que diverge para —oo para qualquer x > 0. 


Similarmente, fazendo f(x) = nx-(1-—- «2 


e restringindo ao intervalo 


a € [0.1]: 
EL (0) n+41 
n nu 1 n 
K TE 2rd = = éS "d e = 
|, ne-(L- 2)" de / de O SE DRE 
e portanto 
: 1 
lim ne-(1- 2º" de = > 
n—> 00 0 


Mas se aplicarmos o limite primeiro: 


: . — qn — 
Jim na (1— a”) 0 


sabendo que se x € [0,1], então (1 — x2)” tende a zero mais rapidamente do que 
n a infinito. 
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Definição 2.9 (Convergência uniforme). Uma sequência ( fn(x)+ diz-se conver- 
gir uniformemente para f(x) em um intervalo I se para qualquer e > 0, existe 
um N tal que para todos os valores de x E T 


n>N implica |fala)-f(x)|< e 


Note que N satisfaz essas condições para todo x no intervalo 1 para um 
dado e, enquanto que na convergência pontual cada xo possui seu próprio Ny, 
associado ao e. 


Exemplo 2.10. Colocando fn(x) = x” na definição (2.9), temos que 
ja” —- fla)<ee>r" -e< fla)<a” +e 


onde 


O se0O<a<l 
ro=(1 sex=1 


1 1 
Agora vamos escolher e = > E então para x = TE temos 2º + e = 1, 


x” —e=0 e portanto 


0O<f(r)<l 


1 
Mas não importa o quão grande seja n, o valor de f (15) sempre será zero, 


o que viola essa desigualdade, e portanto (fn(x)) não pode convergir uniforme- 
mente. 


Exemplo 2.11. Seja fa(x) = nx(1 — x2)”. Sabemos que a sequência (fala) 
converge pontualmente a zero no intervalo [0,1]. Portanto, a condição para que 
(nlx)) convirja uniformemente em [0,1] é de que dado e > O exista algum N 
tal que 

jne(1-2"|<e Yn>N 


para todo x em [0,1]. 
A sua derivada é 


file)=n(1-= 2º)" — 2n222(1 — q)! 
n(1-20)"-1.[1—- 922 — 2n9xº] 


(1-23""1.1-22(1+2n)] 


I 


I 


I 


ou seja, fila) = 0 no intervalo (0,1) quando 


1-2(1+2n)=0 
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Substituindo em fn(x) = na(1 — 22)”, obtemos 


n 1 n 
nim) = (1 sa) 


e então 


n 

Jim fnlZmas) = im — im, (1 — 5) | = too = +00 > € 

ou seja, não importa o quão grande seja N, existirá algum x E (a,b) tal que 
na(1 — o >e YWn>N 

o que significa que (fn(x)) não converge uniformemente. 


Teorema 2.21 (Convergência uniforme e continuidade). Dada uma sequência 
(fnlx)) que converge uniformemente para f(x) em um conjunto S, se cada 
função fnlx) é contínua em um ponto p E S, então f(x) também é contínua em 


p. 
Demonstração. Por hipótese, para qualquer e > 0 existe um inteiro N tal que 
n>N implica 
€ 
nl) — flul<g VreS (108) 
Dado que fn(x) é contínua em p, então há um intervalo de vizinhança N(p) em 
S tal que 


lin(e) - fnlol<5 Voe NGS (109) 


Portanto Ve e N(p)NS é válido 


Ín(x) + fnla) — fnlp) + flo) — f(p)| 
— Inte) + Anta) — fnlo)l + Ifn(p) — (9) 


o que implica que f(x) é contínua em p. E 


n 
Isso significa que se f(x) = > uk(a) e fa converge pontualmente para f 
k=1 


no intervalo x € 1, então dizemos que a seguinte série converge pontualmente e 


f(x) = Duna) Ver el 
k=1 


E se fn converge uniformemente para f, então dizemos que a série converge 
uniformemente para f. Se cada termo uy for contínua em p, então a sua soma 
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parcial também será contínua em p e portanto idem para f,. Por consequência, 
pelo teorema (2.21), f(x) também será contínua em p, no que implica no teorema 
a seguir. 


Teorema 2.22. Se >) ur converge uniformemente para f em um conjunto S e 
cada termo ur for contínuo em p E S, então a função f também é contínua em 
p. Ou seja 

lim f(x) = lim Dude ES lim ux(x) 


Teorema 2.23. Suponha que fa converge uniformemente para f em um inter- 
valo [a,b]. Dada a sequência (gn): 


2) = A alt) dt 
a) = [ro dt 


então gn(x) converge uniformemente para g(x) no intervalo [a,b], ou seja 


Jim | “E bdt = F fla)dt = A dim fn(t) dt 


Demonstração. Como fa(t) converge uniformemente para f(t), então 


e a função 


0<lh()-SO<;— Vtelad) vn>N (110) 


Integrando (110) em ambos os lados no intervalo [a, b]: 


fino Ea rija | Sae 


e então 
onte) = 9t)l=| [  1(0 - 1400 
b 
< [nto HOldt 
<e 
o que prova que gn (1) converge uniformemente para g(x). E 


Exemplo 2.12. Dada a sequência (fn(x)), com fala) = a o, ela não pode 
convergir uniformemente em nenhum intervalo 1 € (0,00), uma vez que apesar 
de ser contínua em TI para qualquer n, a integral do limite é diferente do limite 
da integral, o que significa que não obedece aos requisitos do teorema (2.23). 
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n 
Teorema 2.24. Se fa = ) ur é uma série que converge uniformemente para 
k=1 
f em um intervalo [a, b], onde u, é contínua em [a,b], e para qualquer x E [a,b) 


são definidos 
hd) = us(t)dt g(a) = f(t) dt 
mte)=5 fo ustar a(o) = [ 


então gn(x) converge uniformemente para g(x) no intervalo [a,b], ou seja 
n É e n 
dim 5 ux(t) dt = / dim 3 us(t) dt 
p=1"0 a k=1 


n 
Demonstração. Supondo u contínua em [a,b], basta fazer fa(z) = Duna) 
k=1 


no teorema (2.23) e perceber que 


onto) = [ tulat= | Sutaat= 55 [ ante) de 


Teorema 2.25 (Teste M de Weierstrass). Se Sun é uma série que converge 
pontualmente para f em um conjunto S e existe uma série convergente 5: Mn 
de constantes tal que 


O<|u()|<M Yn>1l, VresS 
então a série 3) un converge uniformemente em 8. 


Demonstração. Sabemos que pela convergência pontual 


Ha) =5 una) 
k=1 
e portanto 
poo-Duto]=| E atos 5 to) 
k=1 k=n+1 k=n+1 
Por hipótese, lur(x)| < Mk, no que implica 
po) Souto Dm 
k=1 k=n+41 


Dado que 3: M, converge, então é condição necessária 


lim Mk, =0 


k-—00 
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E então podemos concluir que dado e > 0, existe algum N tal quen > N implica 
oo 
> M, < e 
k=n+41 


e então 


Fla) — Sousa) <e 
k=1 


n 
o que significa que ) uk(x) converge uniformemente para f(x) no domínio 


k=1 
zES. | 


2.3.1 Séries de potências 


Uma série infinita do tipo 
Dian(z—a” (111) 
n=0 


é chamada de série de potências centrada em a. Tanto z, a e os coeficientes 
an podem ser complexos. Vamos omitir a demonstração por enquanto mas é 
provado que existem somente três casos para a convergência dessa série: 


e converge absolutamente em todo o C; 
e converge apenas no caso trivial z = a; 


e converge absolutamente apenas dentro de uma região circular de raio 7 
em torno de a. 


Nesse último caso, não há qualquer garantia de convergência na borda em 
que |z — a| = r, podendo ser parcial, total ou até nenhum ponto. 


Exemplo 2.13. Fazendo a = 0 ea, = em (111), obtemos a série de 


n! 


o q (112) 


n=0 


potências 


Para encontrarmos o seu raio de convergência r, aplicaremos o teste da razão (95) 
na série absoluta e então impomos o critério de convergência em que o limite é 
menor do que 1: 


n-+1 


z n! 


(n+D! 


n—00 n—00 


[< 


Uma vez que independentemente de z o limite tenderá a zero, então o teste nos 
diz que a série (112) converge para todo o plano C. 
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Exemplo 2.14. Fazendo a = 0 ea, = n23” em (111), obtemos a seguinte série 


de potências: 
e DD ou (113) 
n=0 n=0 


Desta vez aplicaremos o teste da raíz (93) e estabelecer o limite menor do que 
1 para encontrar o raio de convergência: 


lim ba] = lim Yn2Gl2)” = lim qn Bl <1 
n—> 00 n—00 


n—00 


ê 2 » fauê 
Quando n — 00, lim Ynº = 1 e então a série converge absolutamente para 
n oo 
1 
qualquer z € C tal que |z| < 3º O raio de convergência é, portanto, Tr = 3º 


1 

A série diverge se |z| > 3º No caso em que |z| = 3 então a série absoluta 
de (113) se tornará 

oo 

»r 

n=0 

: ; 1 

que diverge para qualquer ponto da fronteira, |z| = 3º 
Teorema 2.26. Suponha que a série Sanz” converge para algum z = 21 £0. 
Então 


1. A série converge absolutamente para qualquer z tal que |z| < ||. 


2. A série converge uniformemente em qualquer círculo centrado em O e de 
raio r < |21]. 
(0,0) 
Demonstração. Uma vez que > nz converge, então é condição necessária 
n=0 


e n 
lim az; =0 
n—00 


Isso significa que existe um N tal que |anzf|<1 Yn>N. Seja S um círculo 
de raio r, onde 


0O<r<lzl (114) 
SezeSen>N,então |z|<re 
n n n n 
lan") = [ane (5) Saio ea = 
a a |z1| |z1 | 
<1 


onde t = E Dividindo (114) por |z1|, temos que O <t < 1. Isso significa que 
2 


a série geométrica >: t” converge. Fazendo un(x) = a,2” e M, = t” no teste 
M de Weierstrass (2.25) e sabendo que 3” a,z” converge pontualmente uma vez 
que |z| < |z1|, então Sanz” converge uniformemente em S. Além disso, dado 
que |anz”| <t”, então 5) az” também converge absolutamente para qualquer 
z tal que |z| < |21]. E 
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Teorema 2.27 (Existência do círculo de convergência). Suponha que a série 
35 anz” converge para algum z = 24 £ 0 mas diverge para algum z = 22. Então 
há um real positivo r tal que a série Sanz” converge absolutamente se |z| <r 
e diverge se |z| >. 


Demonstração. Seja A o conjunto de todos os reais positivos |z| tais que 5) an 2” 
converge. Uma vez que |21| E 4, então A é um conjunto não vazio. Além disso, 
como >” an 23 diverge, pelo teorema (2.26) o real positivo |22| não pode pertencer 
a 4, cujo ínfimo é 0. Isso implica que |25| é superior a qualquer elemento de A 
e portanto é um limite superior de 4. É provado que se A é um conjunto não 
vazio de elementos reais e é limitado superiormente, então A tem um supremo. 
Dito isso, vamos denotar sup 4 = r. Dado que |21| > 0, então 7 > |21| implica 
r > 0. E então qualquer valor de z tal que |z] > 7 a série Sanz” diverge. E 
se |z] < r, então existe algum z3 tal que |23| = « com || < x < r. Nessas 
condições o teorema (2.26) garante que 5) an 2” converge. E 


A demonstração da existência do círculo de convergência para a série mais 
geral 3 an(z— a)” é feita repetindo as demonstrações anteriores com z = 2'—a. 
2.3.2 Funções representadas como séries reais de potências 


Quando z,a,an €E Rem > an(2—a)”, o circulo de convergência de raio r se torna 
um intervalo de tamanho 2r centrado em a, denotado intervalo de convergência. 

Dada uma série de potências, ela pode definir uma função real f da seguinte 
forma: 


He)=D ante-ay 
n=0 


Por f(x) poder ser representada como uma série de potências, essa função 
apresenta algumas propriedades interessantes. 


Teorema 2.28. Seja f a função definida (ou representada) pela expressão 
Hm)=> anlzx— a) (115) 
n=0 


cujo domínio é o intervalo (a — r,a +r). Então f é contínua nesse intervalo e 
a integral de f em qualquer subintervalo de (a — r,a +r) pode ser calculada pela 
série infinita da integral de cada termo an(a — a)”: 


fsei=> | onte ay" ae] és e att 


ondeb,ce(a-r,a+r). 


Demonstração. O teorema (2.26) garante que 3” an(x — a)” converge absoluta- 
mente no intervalo (a — r,a+r) e que se R é um real positivo tal que 0 < R<r, 
então S“an(x—a)” converge uniformemente no intervalo [a— R, a+R]. Sabendo 
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que os termos an(x — a)” são contínuos em todo o R, mais especificamente em 
(a— r,a +17), podemos usar o teorema (2.22). Além disso, se [b, c] é um subin- 
tervalo de [a — R,a + R], então podemos usar o teorema (2.24) com os limites 
de integração em be c. E 


Teorema 2.29. Dada a função (115) em um intervalo de convergência (a — 
r;a-+r), ela obedece as seguintes propriedades: 


1. O raio de convergência da série obtida derivando (115) termo a termo, 
[6,0] 


> nan(x — a)" !, também é r. 


n=1 


2. A derivada f'(x) é definida para todo o x no intervalo (a—- r,a+r) e é 
dado por 


ta o nan(a — a"! (116) 


Demonstração. Suponhamos que a = 0. Então o intervalo de interesse é (—r, 7). 
Escolhemos um x tal que O < x <r. Existe um positivo À pequeno o suficiente 
para que satisfaça 0 < x <x+h<r. Então pelo teorema (2.26), ambos f(x) e 
f(a + h) convergem absolutamente. Por conseguinte, podemos fazer 


fa+h)- f(x) qm an 
RS NO HP — a" 117 
) Det ar) (17) 
Pelo teorema (2.2) da combinação linear, (117) também converge absolutamente. 
Pelo teorema do valor médio, existe um valor c, satisfazendo x < cn <x+h 
tal que 


ELA pio d n = n—1 
h a ad 
e portanto 
>, Fla +h)” — 2") = 5. nagar ta se nanci! (118) 
n=0 n=0 n=1 


Uma vez que (117) é absolutamente convergente, então a série (118) também 
converge absolutamente. Sabendo que 


n—1 n—1 
O<r<ca => |nanz | < |nanch | 


então a série >) |nanx"”!| é limitada superiormente: 


oo oo 
) |nana””!| < ) |nanck”!| 
n=1 n=1 
o que implica que >) napx"”! tem um raio de convergência de pelo menos r. 
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Se fixarmos algum «x 0, então existe algum N tal que para todo n > N 
temos 


n 
t<[5] 
x 
e portanto, para todo x £ 0, existe um N tal que 
n 
lanx”| < Jana”: | = |nan . q 
x 
e consequentemente 
oo [6.0] 
DO lan" < DO fran at] 
n=N n=N 


Uma vez que para qualquer x > a série 3º lan x”| diverge, então 3) |nana"—!| 


também diverge, o que significa que o raio de convergência de 37 [ig] não 
pode ser maior do que r. 
Agora seja g(x) a função 


0 
x) = ) Nanã” 
n=1 


Devemos provar que g(x) = f(x). Aplicando o teorema (2.28) em g(x), pode- 
mos integrar termo a termo: 


fa b) dt = e nant'T 1 dt = Sant") = 
0 


n=1 


0 
, Ant” 
n=1 


0 


> FR fl > ou — ao = f(x) — ag 
n=0 


n=1 
Isso significa que f(x) é primitiva de g(x), no que f'(x) existe e f(x) = g(x). 
A demonstração para a O é análoga, substituindo x — a por x” e notando 
que esse caso é a série com a = 0 transladada em a para o sentido positivo do 
eixo x. Consequentemente o raio de convergência é invariante. E 


Se F é uma função definida pela expressão 


An( (x — art 
-0 +) em E (119) 


então pelo teorema (2.29) sua derivada é dada por 


(a) = SE an — a)” 
n=0 


com o raio de convergência igual a r. Ou seja, as funções (115), (116) e (119) 
possuem o mesmo raio de convergência. A derivação ou integração das séries 
de potência preservam, portanto, o raio de convergência e podemos derivar ou 
integrar quantas vezes for o desejado. 
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Exemplo 2.15 (Arco tangente). Substituindo x por —x2 em (89), obtemos 


> (20 = > (1a? np se |-x|<1 = |x|<l 


n=0 n=0 


Podemos usar o teorema (2.28) e integrar ambos os lados: 


(0,0) é / 


x x 1 


n=0 


fo) 9” 
se E ! ques = arctan(x) 


n=0 


desde que |x| < 1. 


Exemplo 2.16 (Logaritmo e seu intervalo de convergência como série infinita). 
Substituindo x por 1 — x em (89), obtemos 


Dt-p=5(-(e-np=Denre-ap=o 
n=0 n=0 n=0 


onde o intervalo de convergência é dado por [| —- x| < 1, ouseja, O<a<2. 
Integrando ambos os lados resulta 


desde que 0< x <2. 


Exemplo 2.17. Seja f a função 
Hao)=> an(z— a 
n=0 


Derivando k vezes a função f obtemos 


oo 
] 
tj 3 — aj 
n=k 
Se fixarmos x = a, então todos os termos da série se anularão exceto o de ordem 
zero: H 
gy =".. 
Poa) = 0% 
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e concluímos que se k > 1, então 


FO) (a) 
[a 


ak — 


Essa fórmula também é válida para k = O se definirmos f9(a) = f(a). Logo, 
podemos afirmar que 


o ma 
t)=5 "Ve -ay (120) 


Uma vez que o valor de f()(a) só depende do comportamento de f na 
vizinhança de a, podemos enunciar o seguinte teorema: 


Teorema 2.30 (Singularidade das séries de potências). Se SJan(z — a)” e 
3 bala — a)” possuem a mesma soma para qualquer ponto na vizinhança de a, 


fa) 


n! 


então ambos an e bh possuem o mesmo valor para todo n > 0. 


Dada a variedade de funções que podem ter representação em série de potências 
em um certo intervalo, suas propriedades e a frequência com que aparecem, é 
útil dar um nome a tais funções. 


Definição 2.10 (Funções reais analíticas). Uma função real f é dita analítica 
em um intervalo I se Vx E T existe uma série de potências que converge para 
f(x), ou seja 


fla) = Sana —a)” VxeT 
n=0 


2.3.3 Série de Taylor de funções 


A fórmula (120) indica que se f é analítica, então a sua soma parcial é justa- 
mente o polinômio de Taylor de f(x) centrada em x = a, que converge pontual- 
mente para f no intervalo (a — r,a +) e converge uniformemente em qualquer 
subintervalo de (a — r,a + 7). 

Por outro lado, dada uma função f qualquer, existe a possibilidade de f ser 
analítica em um certo intervalo, como visto nos exemplos (2.15) e (2.16). 

Suponha que f seja uma função cujas derivadas de qualquer ordem existem 
em um intervalo aberto nas vizinhanças de a. A função f é dita infinitamente 
diferenciável nesse intervalo. Então podemos construir a série de potências 


O (ra 
se O a (121) 


A expressão (121) é chamada de série de Taylor gerada por fem « =a. En- 
tretanto isso não significa que necessariamente (121) converge uniformemente 
para f em todo o seu domínio. Aliás, existe a possibilidade dessa série nem 
sequer convergir se x Z a. O seguinte teorema nos dá uma condição suficiente 
para a série de Taylor convergir pontualmente para f. A sua demonstração será 
omitida mas pode ser vista na seção 11.10 de [1]. 
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Teorema 2.31. Seja f uma função infinitamente diferenciável em um intervalo 
aberto I=(a-r,a-+r). Suponha que existe uma constante positiva A tal que 


O(|<A" vn>1 


seja válido para todo x E T. Então a série de Taylor gerada por f ema = a 
converge pontualmente para f(x) em todo x ET. 


2.4 Introdução às Equações Diferenciais Parciais 


Dada uma função f de duas ou mais variáveis, uma equação envolvendo f e 
suas derivadas parciais é chamada de equação diferencial parcial (EDP). 

Uma EDP é dita homogênea se o termo da equação que não depende de f 
nem de suas derivadas parciais é zero. Caso contrário, ela é dita não-homogênea. 
Além disso, dizemos que a ordem de uma EDP é n quando o maior de todas as 
ordens das derivadas é n. 


Exemplo 2.18. 4 equação diferencial parcial mais simples é a dada pela equação 
de primeira ordem 
O Fa, y) 


que é também homogênea. 


Exemplo 2.19 (Equação de Laplace bidimensional). A eguação de Laplace 
para duas dimensões é de segunda ordem e é dada pela equação 


92 f(x,y) o 92 f(x,y) 
dx? Oy? 


=0 (123) 


Sabendo que a derivada ordinária é um operador linear, então a derivada 
parcial também é um operador linear e, dessa forma, ambas as EDPs anteriores 


são homogêneas lineares, ou seja, podem ser representadas por um operador 
2 2 


o -Ô = 
e da le aan 


A representação L(f) = O também nos diz que as soluções dessa EDP formam 
um espaço vetorial devido ao princípio da superposição, uma vez que se fe g 
são soluções da equação e a,b E C, então 


respectivamente. 


L(af + bg) = al(f) + bL(g) = 0 


ou seja, a combinação linear af + bg das soluções também é uma solução da 
equação diferencial. 

A equação (122) nos diz que f(«,y) não depende de « e portanto uma solução 
dessa equação diferencial parcial é uma função arbitrária de y: 


f(x,y) = 9(y) 


Dada a arbitrariedade de g, podemos escolher infinitas soluções linearmente 
independentes e, portanto, o espaço das soluções tem dimensão infinita. 
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2.4.1 EDPs lineares de primeira ordem 


Uma equação diferencial parcial linear de primeira ordem de duas variáveis pode 
ser expressa na forma 


9FH(a,y) 


a(x,y) do P b(x,y)- 5 + (x,y): f(x,y) = g(x,y) (124) 


onde as funções a(x,y), b(x,y), c(x,y) e g(x,y) são denominadas coeficientes 
da EDP. No exemplo seguinte, trataremos uma versão mais simplificada de (124) 
onde os coeficientes são constantes para todo x e y. 


Exemplo 2.20. Seja a EDP 


9F(x,y) 


9FH(x,y) 
dx 


3 O 


DE, =0 (125) 


Essa expressão pode ser reescrita como um produto escalar: 
(31+25)-Vf(2,y)=0 


Isso significa que V f(x,y) é ortogonal ao vetor (3i + 25). 
Agora sejam x ey quaisquer valores que satisfaçam 


Ha,y)=€ 
para algum C' pertencente à imagem de f. Isso significa que para esses valores 


Of(z,y) Of(z,y) 
dr | Oy )-10.0) 


Vi(a,y) = ( 


ou seja R pe ' E 

(ri+y))- VH(a,y) = (2i+9))-0=0 
Isso significa que V f(x,y) também é ortogonal às curvas de nível de f. Uma 
vez que esses produtos escalares ocorrem no R2, consequentemente as curvas de 
nível f(x,y) = C são paralelas aos múltiplos de (31 + 2)). Os múltiplos de um 
vetor constituem uma reta e portanto todas as curvas de nível f(x,y) = C são 
retas paralelas ao vetor (31 +99). Ou seja, as curvas de nível de f são a família 


de retas 
flzx,y)=21-3y=O 


Isso significa que se a escolha de x ey for tal que 2x — 3y seja constante, então 
f(x,y) também o é. Isso nos diz que 


Fx, y) = g(2x: — 3y) (126) 


para alguma função g. As suas derivadas parciais são 


Õ EAR ug Õ o ; 
ap S(2x — 3y) =2 9 (2x — 3y) ate 3y) = —3- g (2x — 3y) 
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e portanto 


Ra iba da pr=d= to Qr dj cd Dad) 
Fobi Oy 
= 0 


o que significa que qualquer função derivável g(2x — 3y) é solução de (125). 

Entretanto existe a possibilidade de haver outras soluções que não sejam 
g(2x — 3y). Para mostrar que toda solução de (125) resulta em (126), fazemos 
a mudança de variáveis 


q=Au+Bv y=Cu+Duv (127) 
para poder reescrever f como uma função h deu ev: 
f(a,y) = f(Au + Bu, Cu + Do) 


Calculando sua derivada parcial em u: 


ô “91 dx Of Oy Of (Of 


E — AS To: 
du 7 Celt, 0), u(u, 0) dx Ou Y dy Ou Ox Oy 
Se escolhermos A=3 eC =2, então podemos usar a equação (125) e concluir 
of 
que e 0 e 


Ha(u,v),ylu, v)) = g(v) 
para alguma função g. Segue de (127) que 


2x — 3y = 6u— Gu +(2B — 3D)v 
=(2B-3D)v 
Agora escolhemos B e D tais que2B-3D = 1 para obter v = 2x — 3y e portanto 
Hatu,v), y(u,v)) = g(v) > f(x,y) = g(2x — 3y) 
como queríamos demonstrar. 
O exemplo anterior pode servir de demonstração para o seguinte teorema: 


Teorema 2.32. Se g é uma função diferenciável em R e f uma função de duas 
variáveis diferenciável em Rº definida pela equação 


f(x,y) = g(bz — ay) (128) 


onde pelo menos a ou b são diferentes de zero, então f é solução da EDP 


ôf(a,y) ,, 9F(a,y) 
Gu RO 5 =0 (129) 


em todo o R2. Além disso, toda solução de (129) pode ser escrito na forma (128). 
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Exemplo 2.21. Seja f uma função de derivada contínua que pode ser expressa 
na forma 


F(x,y) = u(xy) 
Então 


Õ [ó) 
df (04) = (ay) - o =y-u(ay) 
(9) o(a 
sofa) = ul): DEU = av u!(ay) 
e portanto f(x,y) satisfaz a EDP 
(9) 9) 
Tag d (mv) E Voy! (73) =0 


2.4.2 EDPs lineares de segunda ordem 


Uma equação diferencial parcial linear de segunda ordem possui a forma (124) 
acrescida dos termos 


Foi Foi 0? 
x,y) 552 (0,9) + (o) soa f (0,9) + 0,8) sro) (78) 
Exemplo 2.22. Seja a EDP 
2 
dxdy! (78) =0 (130) 


onde f é uma função duas vezes diferenciável. Pelo teorema de Clairaut-Schwarz 


5e (apflma) = 55 (aofloea)) 


Então a equação (130) nos diz que 


sofa) = (0) é Golloso) = ho) 
Integrando a primeira equação em relação a y e a segunda a x, obtemos 
Hay) =G(y) +Cila) e f(x,y) = H(x) + Co(y) 
Igualando as expressões, concluímos que 
G(y) + Ci(z) = H(x) + Co(y) = Ci(x)=H(z) e Co(y)=G(y) 
e portanto as soluções de (130) podem ser expressas como 


Ha, y) = Hx) + G(y) 
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Exemplo 2.23 (Equação unidimensional das cordas). A representação de uma 
onda unidimensional por uma função f(ax,t) duas vezes diferenciável obedece a 
EDP a a 

1 

Ss )=—5 t 131 

om i(e,t) = Boo d(at) (131) 


onde v é a velocidade de propagação da onda. As condições iniciais deste pro- 
blema são de que a corda se encontre em um estado inicial F(x) em t = 0, ou 
seja 


f(x,0) = F(x) 
e que a velocidade transversal inicial em cada ponto x é dada pela equação 
[ó) 
Es t = 
ate) =6(s) 


t=0 


Fazemos então a mudança de variáveis 


v=Au+Bw t=Cu+s4Duw 


1 1 1 
Escolhemos A B C = 
scolhemos ) 5 30 3º 
U Ww U Ww 
Scan = 132 
RE RA do Do (do) 


vw u 
g(u, w) =1(5 + RO TOR E) 
Vamos mostrar que essa escolha satisfaz 
0? 
=—— =0 133 
Calculando suas derivadas parciais em u e w: 
O. Of 00 -0J DE. LOOP 107 
du! dr Ou O Ou 20x dt 


Foi pa Po de O [10f 10f| dt 
dudu = dr [20x "Do O 20x 2vôt| Ow 


“Ow dt 
22 (su) = [DE pe a: 1 


dudu” 2042 "Qvdzôt] 2" |29tdr Wo] 
o? te EE o A Ri dis 
dudu) = ao "av Oxôt Avdidr 42 OR 
Fo 179º 19º 
Duda It 0) = 4 . Es fle,t) v2 OP Ko) 


Usando a equação (131), fica demonstrado (133). 
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Vimos no exemplo (2.22) que as soluções de (133) podem ser escritas como 
g(u,w) = r(u) + pa(w) 
Isolando u e v nas equações (132), temos que 
u=rtuv e w=T—t 


e portanto 
Fla, t) = qi(x + vt) + pola — vt) (134) 
Fazendo t = 0, temos que 


F(x) = pi(x) + pa(x) (135) 


Derivando (134) em relação a t obtemos 


(9) , , 
TRAVA t) = vyi(a + vt) — vps(a — vt) 


eemt=0: 


=G(x) = pi(x) — pala) (136) 
Derivando (135) em relação a x, temos que 
F'(a) = pila) + pola) (137) 


Fazendo combinações lineares apropriadas de (136) e (137), chegamos ás ex- 
pressões 


elo) = 5 [Pa) + eta) 


es(0) = 5 [F'a) - Lea) 


Integrando ambas as equações em relação a x no intervalo O a x”, concluímos 
que 


ato) qnt) = HETÃO , O [ atojas (138) 
gato) — en(0) = HEÃO O [ atsjas (139) 


Substituindo x por x + vt em (138) e por a — vt em (139) e somando ambas as 
equações, encontramos 


iud= tio pato fere O eo). 


2v 


Sabemos que F(0) = q1(0) + pa(0) e portanto 


aut 
ie cl ra de o) 


G(s) ds (140) 


a—vt 


Note que (140) também é solução de (131). Essa equação é a solução de 
D'Alembert da EDP da onda unidimensional. 


Exemplo 2.24 (Laplaciano). Seja f(x,y,z) uma função duas vezes diferenciável 
cujo valor só depende da distância do ponto (x,y,z) à origem, ou seja 


feyo)=g9(r) onde r=v2+y2+22 


Segue que para (x,y,2) £ (0,0,0) 


Of a dO 
de dr Ox 
Or x 
dx q +P+? 
of ; x 
ro 
Tobi) (22 +92 +22 
o2f agr) Or x dito Tó) x 


Fo dr dx [2ryrA de /2rprA 
o2f 9 VA ad a ad 


MA. z po. q2+y2+22 
d;2 = 9 (7) prpro tt) qt +y+2 
2 21452 k É 
VETA RD P+R 
v+y+2 o (12 + y2 + 22)3/2 
o2f e +? 
od Un UN 3/2 
dx qt +yl+z (2x2 +y2 + 22) 
Analogamente, 
of 7) y? j a 
oy2 9 (9): 2 +y2+2 gg (22 + y2 + 22)3/2 
Ci 7) x ' me deigo 
02 79 (1) - PAPA +9(r)- (12 + y2 + 2232 
e portanto 
E AR ad "(p) ad e vgitr) A e a a 
d72 "0 "9279 rs" (12 + y2 + 2232 
E cp E Si 2 
Ox? Oy? 0z2 = 9(n) e qS (1) EA) 
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Agora seja a EDP laplaciana 


PI PI ro 
dr? Oy 02 


(1492) 


De (141), segue que 
2 
91) + 901) =0 (143) 


jo 


para todo r > 0. Uma de suas soluções é a função constante go(r) = C. Para 
encontrar a outra solução linearmente independente, fazemos h(r) = g'(r) e 
então a equação diferencial ordinária (EDO) (143) se torna 


h'(1) + 2n(r) =0 


E então 
HG? 
h(r) rr 
d 2 
Er In(h(r)) = a 


Ou seja, a solução da EDP (142) é a função f definida por 


A 1 
2,y,2) = . FC 
Hen) =—5 ESTES 


onde A e CO são constantes arbitrárias. 


2.4.3 Problemas de valor inicial e problemas de valor de contorno 


Dada a arbitrariedade das soluções de uma EDP geral, podemos escolher uma 
solução que satisfaça alguma condição específica. A quantidade de condições 
independentes entre si que podemos impor para uma solução depende da di- 
mensão do espaço solução dessa EDP. E o tipo dessa condição pode ser um 
problema de valor inicial ou de contorno. 
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Exemplo 2.25 (Problema de valor inicial). Seja a EDP do exemplo (130), cuja 
solução é dada por 

Ha, y) = H(x) + G(y) 
Como o espaço solução é de dimensão infinita, podemos considerar conveniente 
uma solução que seja múltipla de qualquer outra função específica, como 


f(x,y) = € -sin(ax) + D - cos(by) 


E como a EDP é de segunda ordem, podemos escolher um valor arbitrário em 
um ponto qualquer do R2 assim como sua derivada parcial naquele ponto, como 


f(0,0) = 0 e ==(0,0) = 1, 0 que resultaria em 


oz 
(0,0) =D =0 => f(x,y) = C -sin(ax) 
DL =0-a-cos(as) 
(0,0) LSi=tas : 


ou seja, uma solução desse problema de valor inicial é dado por 


f(x,y) =  sin(as) 


Exemplo 2.26 (Problema de valor de contorno). Agora seja a mesma EDP do 
exemplo (2.25), mas com as condições f(0,0) = 0 e f(5,0) = 3. Da primeira 
condição, temos 
f(2,9) = C  sin(az) 
e da segunda: 
15550) ER sin(5) =0=3 
e portanto a solução desse problema de valor de contorno é 


f(x,y) = 3 sin(ax) 


2.4.4 Separação de variáveis 


Algumas EDPs possuem soluções que podem ser reescritas como produto de 
funções de uma única variável. Podemos supor a existência dessas soluções para 
transformar uma EDP em várias EDOs mais simples de resolver. Se tratando 
de EDPs homogêneas, a função nula é sempre uma solução desse tipo, e por isso 
sempre tentamos evitá-la quando possível. 
Note que se 
Hay) = X(2)Y(y) 


é solução de um problema de valor inicial f(x,a) = F(x) e >—(x,a) = G(a), 


então 


o que significa que F(x) só pode diferir de G(x) por um múltiplo e então não 
temos a liberdade de escolher simultaneamente F e G. Em problemas cuja 
solução possuem variáveis separadas, é comum, portanto, usar condições de 
contorno ao invés de valor inicial. 


Exemplo 2.27 (Equação do Calor). O problema de um sólido unidimensional 
com distribuição heterogênea de temperatura e sem nenhuma fonte de calor pode 
ser modelado pela EDP 
Ou Ou 
o 1d? 
ondem é o coeficiente de difusão (que depende do sólido) e u(x,t) é a temperatura 
no ponto x e instante t. Para este problema, estamos interessados no intervalo 
[0, L] e vamos considerar as condições de contorno de Dirichlet, u(0,t) = 0 e 
u(L,t) = 0. 
Vamos supor que existe alguma solução não-trivial dessa EDP tal que 


(144) 


u(x,t) = X(x)T(t) (145) 
Substituindo (145) em (144), obtemos 
X(a)T'(t) = nX(a)T(t) 


Sabendo que u(x,t) não é a função nula, podemos dividir essa expressão por 
X(a1)T(t): 
PO A) 
Tt) —Ux(a) 


Note que a igualdade se mantém independentemente das escolhas de x et, o 
que significa que ambos os membros são funções constantes de mesmo valor. 
Vamos denotar essa constante de o e portanto podemos extrair duas EDOs da 
equação (146): 


(146) 


Duo Os 


T(t) X(a) 


À primeira equação se torna a EDO 


cuja solução é 


Tt=Ce" 
E a segunda equação se torna 
x"(a) = 2 x(2) (147) 
n 


fo) 
As soluções dessa EDO dependem do valor de —. Uma vez que a constante n é 
n 


sempre positiva, então a arbitrariedade é da constante o. E preciso verificar se 
existem soluções não-nulas para o >0,0=0eo<õb)0. 
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A EDO no primeiro caso pode ser reescrita como 


X"(x) = k2X(x) (148) 
onde k = [É Supondo X(x) = eX, então 


Ned — p2ebr 
Pela independência linear de e*”, podemos afirmar que 
AE o 
ou seja, À) = ke A = —k. A solução geral de (148) é 
X(x) = Aetº 4+ Bee 


onde 4 e B são constantes arbitrárias. 

Devemos testar as condições de contorno u(0,t) = 0 e u(L,t) = 0. Uma vez 
que não queremos que u(x,t) = X(a)T(t) seja a função nula, então T'(t) também 
não é a função nula e consequentemente as condições de contorno indicam que 


Portanto 
0= 4 + Be"! =s B=-A 


ef aah et 
X(x) = 4º — Ag *º = 94: | = 2Asinh (ka) 
Já a segunda condição implica 
0 = 2Asinh (kL) 


Visto que não estamos procurando a solução nula, não podemos escolher A = 
0. E por outro lado, a função seno hiperbólico só se anula na origem, o que 
implicaria que L = 0 ou k = 0. O primeiro caso é inviável, uma vez que estamos 
modelando um sólido de comprimento não nulo. O segundo caso implica k = O 
e então o = 0, o que viola a hipótese. Isso significa que não existe solução 
não-trivial com variáveis separadas para o > 0. 

Agora suponha que o = 0. Então a EDO (147) se torna 


X"(a) = 0 
Sua solução geral é dada pela expressão 
X(ax) = Ax+ B 
As condições de contorno X(0) = 0 e X(L) = O implicam 


0= 40+B => B=0 
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0O= AL — A4=0 


ou seja, não existe solução não-trivial para o = 0. 
Finalmente, suponha que o < 0. A EDO (147) pode ser reescrita como 


X"(x) = k2X(x) (149) 
onde 
a afro ELE ; [oi o 
Substituindo X (x) = (149), obtemos 


Re = k2edt 
Pela independência linear de e2?, podemos afirmar que 
Pp »P q 
A Es k?2 


ou seja 


o| 


Agora denote ko = 4/ —, de maneira que k = iko. Então podemos reescrever a 


solução na forma 
X(x) = Acto? 4 Be'tor 


A temperatura do sólido u(x,t) em qualquer ponto e instante de tempo é um 
valor real. Portanto, para restringir o domínio da solução aos reais impomos 


e então 
Aerihor | Beitor — Agito? | Beritor 
Pela independência linear de e'*o” e em Foz temos que 
A-B e B=-=A 
Suponha 4 =a+ bi. Então 
X (x) = (a + bije'fo? + (a — bi)e” "tor 
X(g)=a- (eitor 4 eritor) 4 bi. (eitor — gritos) 


ikox —ikor ikox pe —ikoa 
X(x) = 2a: E = | + bi? [ — | 
1 
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X(x) = 2a - cos (ko) — 2b - sin (kox) 
Aplicando as condições de contorno X(0) =0e X(L) = 0: 
0=2a-cos(0) —-2b-sin(0) => a =0 
0=-2b-sin(koL) 


Não queremos b = 0, pois implica na solução trivial. Então apenas nos resta 


sin (koL) =0 
ou seja, 
koL=nm YneZ n£O0 
na 
ko = — 
RAS 
Substituindo ko = «/ del. obtemos 
n 
n2m? 
|On| = Ca 


Lembando que on < 0, os possíveis valores de o em que podemos obter soluções 
de variáveis separadas são, portanto, 


e 
On = YneZ n0 
Portanto as soluções de (149) são 
nt 
Xnlx)= Asin—— 
(x) sin 


Voltando à EDO da variável tempo, a sua solução é 


nn 


E E 
Ta(t) = C - exp (-n n ) 


Uma solução da EDP do calor com variáveis separadas é, portanto, 


ed n2m? nt 
un(x,t) = An - exp =n—p5* “sin 
onde n é um inteiro arbitrário. 
Note que para cada n temos uma solução linearmente independente. Então 
a solução geral dessa EDP com variáveis separadas é 


Es 272 
u(x,t) = > An esp( np ) sin — (150) 
n=1 
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Quando t = 0, obtemos a expressão 
-5 A, sin — (151) 


Se considerarmos que o problema de calor no sólido inicializa em t = 0, então 
a função u(x,0) nos diz a distribuição inicial da temperatura no sólido. Repare 
que u(x,0) é arbitrário, uma vez que as constantes A, também são arbitrárias. 
Por exemplo, se definirmos 


Esta Ta 
u(x,0) = 5: sin 
então 4, =5e A, = 0 para todo n > 2. 

Mas e se definirmos u(x,0) = f(x), onde f(x) é uma função arbitrária que 


satisfaz f(0) = f(L) = 0, será que podemos encontrar uma sequência (A, |) que 
satisfaça 


-> Aos (152) 


para todo « E [0,1]? A equação (152) é um caso particular da série de Fourier, 
que será visto na próxima seção. 


2.5 Série de Fourier 
Vimos no exemplo (1.3) que se « € [0,27] e 
uo(x) = 1 uan-i(x) = cos(nx) usnlx) = sin(nx) |, paran=1,2,3,.. 


então m & n implica 


2m 
/ un(i)um(a)da = O (153) 
0 
Agora façamos a substituição 
e = ou g=" 47 

Tm L 

A equação (153) se torna 
ZIR fe WT WTm 


Temos que Vw € [-L, L]: 


uo(z) = 1 => ug (5 


Str)=1 


WT wnT 
usn-i(x) = cos(na) => ug (5 + 7) = cos( E + nx) 
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; (+ J=s (—) s( + ( =) 3 
sm ER nr) — sm E costnm cos É 


Agora vamos definir 


L 
E F SE ni de (155) 


sen £Zm. 

Note que multiplicar qualquer um dos termos por —1 não altera a validade da 
equação (155). Isso significa que se o produto interno é definido pela equação (6) 
com w(x)=1,a=-Leb=L, então o conjunto de funções 


E= [1scos(TE) sin(SE) cos( 257). ...] (156) 


é ortogonal e, consequentemente, linearmente independente. 

Por uma questão de conveniência, trocaremos a variável muda w por É. 
Então uma função real f(x) que pertence ao espaço gerado por esse conjunto 
pode ser expressada na forma 


fa) = > + Da cos( TE) dba sin( DO) (157) 


A expressão (157) é chamada de Série de Fourier, onde x € [—-L, L]. 
Podemos definir as constantes arbitrárias ao, Gn € bn usando o teorema (1.12): 


ao (1 fa) 


2 1) 
Ageu 
(cos( FT") cos("T5)) 
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Do Neto) 
(on) an ()) 


Sabendo que sin(27n) = 0 e que sin(nm) = 0: 


L 
CE) dy =2L 
-L 


E à in(27n) 
nte nt nto sin(27n 
! = =L. L=L 
(cos(FTE) cos(PTE)) = [ , cos(TTE) do= 1. ESTE + 
L 


3 
(sin(TS) sin(25)) - F sin( O) dpi e 
L L a L 21n 


Então podemos concluir que 


L 
do = Ê 12) da (158) 
L 
an = á (1) -cos( 252) ax (159) 
L Tm. 
Buss a f(x) - sin(50) dz (160) 


Sabemos que a função cosseno é par e que a função seno é ímpar. Se f(x) 
for uma função par, então 


> + Dum . cos( PH") + ba sin(52) = 


4 Eu cs) ten 


n=1 
o que implica 
ba =0 VYn>1 
ag = nt 
fla) = 3 Fiada cos (— ) (161) 


Analogamente, se f(x) for ímpar, temos 
fa) = bm sin (O) (162) 
n=1 


Note que a equação (162) se assemelha à (152). 
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2.5.1 Teorema de Fourier 


Vimos na seção (1.4.1) que o elemento de um subespaço H de dimensão k 
denotado pela equação 


k 
proj . ri Wal 
ul =— 
EO Un) 


é o elemento h € H que minimiza a norma ||f — hl|, onde v, são os elementos 
de uma base de H. 

Se f(x) não pertence ao espaço gerado por G em (156), podemos encontrar 
uma função de G que minimiza a norma ||f(x) — g(x)|. Essa é a projeção da 
função f em G, ou seja, a série de Fourier gerada pela função f usando as 
equações (158), (159) e (160). 

Uma condição suficiente para que as integrais dessas três equações existam 
é que f(x) seja uma função seccionalmente contínua, isto é, f(x) seja limitada 
no intervalo [—L, L] e que não tenha nenhuma descontinuidade ou que tenham 
apenas em um número finito de pontos. 


Exemplo 2.28. Seja a função f(x) = «2 definida no intervalo [-x,7]. Como 
f é par, b, = 0 para todon >1. E também 


1/7 it 
==, v de= —a? 
T 


Em ST 


| n 
An = — x? cos(nax) dz 
a! 


a 


x? sin( na) 


—n 


= 1 pl na) 
fi 


ia sia 


Portanto 


projo(1(2) = 5 +51" 5 cos(na) (163) 


n=1 


As somas parciais dessa série de Fourier podem ser vistas na figura (1). 
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Série de Fourier para x2 


Figura 1: Somas parciais de n = 1 até k 


Exemplo 2.29. Seja f a função 


, sex >0 
fla) = O sezr=0 
— sex<0 


definida no intervalo [—1,1]. Uma vez que f(x) é ímpar, aa =0 ea, =0 para 
todo n>1. E também 


ba = A f(x) sin(nra) da 
0 


o 1 
= / a sin(nma) da + / a sin(nra) da 
E: a 2 


0 


O q T 1 
Ê —= sin(nrx) de = — cos(nrg) = (1 — cos(n7)) 
12 2 nT| 2n 
lg T É 1 
A 3 sin(nra) de = = cos(nna) - e (1 — cos(nm)) 
Sabendo que cos(nmr) = (—1)”, então 
1 n 
da=2(1- (17) 


2 
A constante bh é zero quando n é par e é igual a — quando é ímpar. Portanto 
n 


oo 


projo(f(2)) =D) = sin((2n — 1)2) 


As somas parciais dessa série de Fourier podem ser vistas na figura (2). 


Série de Fourier para f(x) 


2.01 
— k=5 


— | = 50 
— k=200 
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1047 


0.57 


0.0 7 


-0.5 4 


-1.04 


=1,5 +) 


-2.04 


T T T T T T T T 
—1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 050 0.75 1.00 


Figura 2: Somas parciais de n = 1 até k 


Note que no exemplo (2.29), se alteramos o valor da função f na desconti- 
nuidade x = (0 para qualquer outro valor que não seja zero, f deixará de ser 
ímpar em qualquer subintervalo contendo a origem. Entretanto, as integrais das 
equações (158), (159) e (160) permanecem inalteradas quando f muda de valor 
em finitos pontos do intervalo [a,b], o que significa que independentemente do 
valor que escolhermos para f(0) a série de Fourier de f continuará convergindo 
para zero em x = 0, que é a média dos limites laterais de f em x = 0. 

O próximo teorema nos diz as condições suficientes para que a igualdade 


projo(F(x)) = f(x) 
seja válida para todo x E R. 


Teorema 2.33 (Teorema de Fourier). Seja f uma função periódica de período 
2L seccionalmente diferenciável. Então a série de Fourier gerada por f converge 
pontualmente para a média dos seus limites laterais, ou seja 


fe)+Ãe) = E | Dm . cos (VIE) + ba sin(50) 


2 


onde 


flat)= lim flo+h) e fa)= lim f(2+h) 


Uma função f é seccionalmente diferenciável se sua derivada f(x) é seccio- 
nalmente contínua e se f também for seccionalmente contínua. 
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Demonstração. Vamos denotar o erro E(x) entre a função f e sua série de 
Fourier como 


E(a) = projo(f(2)) — 5(1(0") + (07) 


A soma parcial Sy.(a) da série de Fourier é dada pela expressão 


ea 5 An cos (TT -) +ba: sin( E) (164) 


O erro parcial entre a função f e a série de Fourier gerada por ela é, portanto, 


Ex(2) = Su(2) — 5(1(0*) + 107) (165) 


Substituindo as equações (158), (159) e (160) em (164), obtemos 


Vamos denotar a expressão entre colchetes de núcleo de Dirichlet: 


nnz 
Do) = +T Da s( ) (167) 
e portanto podemos reescrever (166) como 
L 
= [, Dito) (o) dy (168) 


O núcleo de Dirichlet possui as seguintes propriedades 


1. Dy(x) é uma função contínua, par e periódica de período 2L. 
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a: 


7 sin(5>) 
2L 
A demonstração dessas propriedades está no apêndice (A.1). 
Fazendo a substituição y = « — t em (168), obtemos 


se x não for um múltiplo inteiro de 2L. 


c—L a+L 
sd [ 0 Duo-He-nl-a)= [ Di(o-e- nd 


+L -L 


Uma vez que ambas as funções Dy(t) e f(x — t) são periódicas de período 2L, o 
intervalo de integração pode ser transladado sem alterar seu valor. Então vamos 
fazer isso para o intervalo mais conveniente 


sua) = [ Du)-f (e —t)dt= E De(t) - fla — t) dt 


—L 


Agora vamos dividir o intervalo de integração: 


= [Dus fla —t) pars fo Dy(t) - fla — t) dt 


Na primeira integral, vamos fazer a substituição t = —t”: 


= [ Dil-t) fa + tc dt) O jefip= d di 


Sabemos que Dy(t) é uma função par, e portanto Dy(—t) = Da(t). Por con- 
veniência, voltamos a variável muda para t: 


= [ Duo: Hera [ Dt): fla — t)dt 


n)= IR Die) (e + 0) + fl — BJ dt 


A propriedade 3 do núcleo de Dirichlet nos diz que 


f, puteyas =1 


Mas também sabemos que Dy(x) é uma função par, e portanto 


f, puteyas = 2 [ Dutejds 
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e então 


1 L 
SU) + HE) = | Dita) 1) (1) + 107) 
0 


E então podemos reescrever o erro parcial (165) como 


d=[ Dito) [f(x +) + fla —t)] re Dy(a Edi 


o Dt) [f(x + t)4 at [Dat + F(a”)) dt 


= [ Du: [Mle+ 0 108) + (He= 0 te) e 
Vamos denotar a expressão entre colchetes de g(x,t): 


g(x,t) = (Ha +t) — Hx!) + (lx — t) — Ha) 


L 
= Dy(t) - g(2,1) dt 
0 


Vamos dividir o intervalo de integração novamente, onde ó > 0: 


e então 


9=[ Dy(t state fo Dult) - g(x,t) dt 


1 
Bula) = [ t-Di(o) SE atm [ alas) À No a dt (169) 


2L mt 
sin 3L 


Agora note que 


lt: Di(b)| = |sin (e gs 


uma vez que 0O< 


sn((6+5 + a E) 
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1 
lt Ditbl < 5 
E portanto 
ô 5 é 
t t Í 

[topa Poa < pe: Dito [ES ar N) 1d 
0 t (0) t 2 0 t 

t 
Reescrevendo a função 9(x,t) 


at) Ha+r)-fa?) Ha-)- Ha) 


t t t 
xt 
Para que a integral de +) seja finita em (0,6], é necessário que o limite 
xt 
m at) exista e seja finito. 
t50+ É 


Por outro lado, 


Mas por hipótese, f(x) é seccionalmente diferenciável e portanto o limite existe 
e é igual a 


o g(a, t) JÁ + JÁ > 
] — 
dim =, Fa) + Fx”) 
t t 
Isso significa que to é limitada e então to | <M paraalgumM ER: 


M-.ô 


[e pu SE0 dt| < 
0 


t 


ô 
[mar 
0 


€ 
Escolhemos um ó tal que é < — e consequentemente 


[ Di) o t) dt 


bo 


do a ER 
2 2.M 9 


< 


Isso significa que a integral tende a zero quando escolhemos um ó pequeno o 
suficiente. 


Com o valor de ô > 0 fixado, ainda sobra a segunda integral: 
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O Lema de Riemann-Lebesgue (cuja demonstração está no apêndice (B)) nos 
diz que se f é uma função integrável e integrável em módulo em um intervalo 
[a, b], então 


b 
lim / f(x) -sin(kx) de = e im [A f(x) - cos(ka) de = 0 


k—>00 Já k—00 


Como 6 > 0, o denominador da função 


po s6BO (170) 


nunca se anula no intervalo [ô, L]. Uma vez que f(x) é seccionalmente contínua, 
então g(x,t) é integrável em [ô, L] e portanto (170) também o é e satisfaz os 
requisitos do Lema de Riemann-Lebesgue. Isso significa que para um e > 0 
qualquer, existe k tal que 


f Det g(a =t) dt 


< 5 sempre que k>k 


ou seja 


ala Det g(x, t) dt| + df Det g(a at) dt 


Em outras palavras, 


lim Ex(x) =0 
k— 00 
ou então 
fHat)+ fla) ao, — (252) (=, 
2 3 Ea cos L + ba - sin L 


Exemplo 2.30. Conforme calculamos no exemplo (2.28), temos a expressão 


proje(/(0)) = +31" S cos(na) 


onde f(x) é a parábola «2 definida no intervalo [-7, 7]. Agora suponha que f(x) 
seja expandida na seguinte forma: f(x) assume valores em todo o R, f(x) = x? 


150 


no intervalo [—7,7] e é periódica de período 27. Como f(x) é contínua, então 
no intervalo [—7, 7] 


(1) + f(x) = f(x) = 2º 


[NE 


A função f(x) também é seccionalmente diferenciável, ou seja, podemos usar o 
teorema de Fourier para provar que no intervalo [—7,7] a igualdade 


projo(f(a)) = «? 


é válida, e portanto 


E de “, cos(na) se xe[-7,7] 


No caso particular em que «x = 7, temos 


SL 4 
e 
41 
»a-5 


Note que a expressão do primeiro membro é a função Zeta de Riemann em 
s=2,ou seja 


2.5.2 Convergência uniforme da Série de Fourier 


Dada a série de Fourier 


+ Econ) et) 


n=1 


podemos afirmar que 


(— -) + ba” sin(50) —I-+ 


Visto que o valor absoluto do seno e cosseno varia entre 0 e 1, então 


nm Es 
, ba csin( 55) | < 55 lan] + [bm 
Dom + cos( TE + sin E S Alan) +] | 


Ss vma 


An * cos( 


nm 
da sm( TO) 
sim L 
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Suponha que a série de Fourier convirja pontualmente para uma função f em 
um intervalo T. Se a, e bn forem coeficientes tais que a série 


SH lanl + [bn (171) 
n=1 


converge, então pelo teorema de Weierstrass (2.25) a série de Fourier converge 
uniformemente para f no intervalo T. 

Suponha que uma função f periódica de período 2L seja derivável, integrável 
e absolutamente integrável. Das equações (159) e (160), temos que 


Ló el f(x) «cos( TE) dz (172) 


Bn= [fi fx «sin( —) do (173) 


Ágora vamos integrar por partes de modo que f seja derivada e o seno ou cosseno 
integrado. Começando pela equação (172): 


—) 


Lan =  t(0) sin( O 


O primeiro termo do membro direito é zero e portanto 


an = af, Fa )sin( E) da (174) 
Já para a equação (173) 
mm=-Ercjea(0E)) + Ef rero(BEEja 


O primeiro termo do segundo membro é zero devido a paridade do cosseno e 
então 


aa Fra )co s() da (175) 


nn 


Agora denote a! e b!, os coeficientes di série de Fourier da função f”. Usando (174) 


e (175), obtemos 
L 


an=-—-—b, e bh=—d, (176) 


nn nm 
Substituindo (176) na soma parcial de (171), temos que 


k 
| E l ria o! 
DO land + Ibal= 250 “(nl +ItaD 


E agora vamos usar o próximo teorema: 
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Teorema 2.34 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz no R”). 


A A Pops 1/2 
a UnUn| < [> à) [> “) (177) 
n=1 n=1 n=1 


Demonstração. Seja R” o espaço euclidiano de dimensão n. A função produto 
escalar 


n 
(u,v) = > UnUn Vu,v ER” 
k=1 


obedece aos axiomas do produto interno e portanto podemos usar a desigualdade 
de Cauchy-Schwarz da álgebra linear: 


[(u,0)| < Ill - Io 
que resulta em (177). E 


1 
Fazendo un = cd (laí;| + |b1,1) em (177), obtemos 


L$ol que tp<! [> 5) E [» (las |+| p) ú (178) 
non li rd Preço aa o E 
Agora note que para quaisquer a! e bl: 
0 < (Jai,| — [6,12 
0 < lai,|? — 2Jaí,b1,] + |b4, 
2Jai,b4,| < lat, |? + |bs, |? 
hi 


Somando [aí, |? + |b!,|? em ambos os lados da equação, obtemos 


Jat,|É + 2]at,b,] + |64,]2 < 2 (lat, 2 + |b4, |) 


Capa eee et) 


Substituindo essa desigualdade em no segundo somatório de (178), obtemos a 
expressão 


k V5L 64 1/2, | 1/2 

2 2 
Stott (5) (mr) am 
n=1 n=1 


n=1 


Quando k — oo, a série geométrica 5 (1)? converge. Já para a segunda série 
de (179), uma condição suficiente para que ela convirja é dada pela desigualdade 


de Bessel 
ag (| Me o! P) E 1 f ( WP 
3 2 0] + |b, Da x) [É dx 
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de que f além de integrável seja quadrado integrável, ou seja, a integral de |f e 
existe e é finita. A demonstração da desigualdade de Bessel será omitida, mas 
pode ser vista na seção 3.5 em [2]. 

Com isso, podemos enunciar o próximo teorema. 


Teorema 2.35 (Primeiro teorema da convergência uniforme da série de Fou- 
rier). Seja f uma função periódica de período 2L, contínua, quadrado integrável 
e com derivada primeira integrável. Então a série de Fourier de f converge uni- 
formemente para f. 


Se f possuir descontinuidade em algum ponto x,, então a série de Fourier 
não pode convergir uniformemente em qualquer intervalo que abranja xo, uma 
vez que a série de Fourier é uma série de funções contínua em todo o R. En- 
tretanto, o próximo teorema nos diz que a série de Fourier de f pode convergir 
uniformemente para f em qualquer intervalo fechado em que f seja contínua. 


Teorema 2.36 (Segundo teorema da convergência uniforme da série de Fou- 
rier). Seja f uma função periódica de período 2L, seccionalmente contínua, 
quadrado integrável e com derivada primeira integrável. Então a série de Fou- 
rier de f converge uniformemente para f em qualquer intervalo fechado que não 
envolva pontos em que f seja descontínua. 


A demonstração desse teorema será omitida mas pode ser vista na seção 3.7 
da referência [2]. 


Exemplo 2.31 (Continuação do exemplo (2.27)). Vimos que a distribuição 
inicial de temperatura é dada pela série de Fourier 


= nax 
0) = A, sin —— 
u(x,0) x sin 
Agora suponha que o valor deu emt = O é dado por u(x,0) = f(x) no intervalo 


[0,1]: 
4 
f(x) = Tras Ta U(L —x) se xel0,1] 
A condição de Dirichlet f(0) = f(L) = O implica que a série de Fourier de f 


só deve ter senos, o que significa que f precisa ser uma função ímpar. Então 
vamos expandir f da seguinte forma: 


4 
Tas Tor E x) se xe (0, L] 
O) sev=0 
Ha) = 4 
Tas Tori + q) se zxE [-L, 0) 


Periódica de período 2L 


Dado que f é contínua, quadrado integrável e tem derivada primeira integrável, 
podemos usar o teorema (2.35) para afirmar que a série de Fourier de f vai 
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convergir uniformemente para f em todo o R e 


0 da c (nax 
Ás |, F(a) sin() da 
na 


Como f(x) sin(52) é par, podemos calcular A, na seguinte forma 


4 45? E 16 E 
An = Tnao 13 sos (1 — (1º) = Tina es (1 = (1º) 


e portanto a solução geral do problema com variáveis separadas é 


16 = (1 (=1)") nég?  nTE 
u(x, t) = Imaz qa nã * eXp n T2 t|-sin — 


n=1 


As somas parciais de u(x,0) com Tmazr = 6eL=7 podem ser vistas na 
figura (3) enquanto que a função u(x,t) com esses parâmetros no intervalo [0, L] 
pode ser vista na figura (4) 


Série de Fourier para a solução do problema do calor emt = O 


6) — Tmax*(4/L7)*x(L-x) 
— k=50 
4g4— k=1 


Figura 3: Somas parciais de n = 1 até k de u(x,0) 
Note na figura (4) que conforme o tempo passa, a temperatura na parte 


central do sólido decai lentamente até ficar igual a temperatura das pontas (que 
é fixa e pode ser considerado como uma temperatura ambiente). 
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Solução do problema do calor 


Figura 4: Somas parciais com k = 50 de u(x,t) para diferentes valores de t 
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3 Introdução à Mecânica Quântica 


3.1 A introdução da energia quantizada na física 


No início do século 20, houve debates acerca do problema envolvendo o espectro 
de frequências emitidas por corpos negros (corpos que não refletem nenhuma luz 
incidida sobre eles) em que os resultados experimentais divergiam das previsões 
do modelo teórico da termodinâmica da época. 

Um exemplo de corpo negro é um objeto oco com uma abertura pequena 
o suficiente para que qualquer radiação eletromagnética em seu interior reflita 
por todo o espaço interno até ser completamente absorvida pelo material, in- 
dependentemente da sua composição. Dessa forma, o índice de absorção de luz 
é praticamente total e o índice de reflexão quase nulo, ou seja, não há retorno 
da luz que adentra o objeto. Apesar disso, o objeto ainda emite radiação por 
essa abertura, sendo essa concernente aos movimentos térmicos das moléculas 
que compõem o corpo. Podemos modelar esses movimentos por meio de um 
oscilador harmônico de frequência v. 

Dado um corpo negro desse tipo com uma temperatura T em Kelvin, a 
distribuição espectral da radiação térmica desse corpo é dada pela lei de Wien 


pr" (5) (180) 


para alguma função f. No caso em que a energia é irradiada pela abertura na 
mesma proporção em que a energia é absorvida por ela, essa equação assume a 


forma 
8mv? 


c3 


Pv = (e) (181) 


onde (e) é a energia média dos osciladores. Na mecânica clássica assume-se 
que em os valores de v são contínuos, então nesse caso a energia média é dada 
por 


A densidade p(e) é dada pela distribuição de Boltzmann: 


= gep(-2ã7) (182) 


onde Kp é a constante de Boltzmann (aproximadamente 1.38 - 102J/K) 
e Z é a constante de normalização tal que 


/ p(ejde=1 
0 
no que resulta 


1 [* e 1 e NO KT 
E DM qr pe de= >-(-KsT) exp (— E Er 
A) exp ( x) q exp ( x) Z 


Z4 = KpT 


E então 


aaa 
— KepT 
= KpT 


(KT) 


A equação (181) se torna, portanto: 


8rv? 


p= KpT (183) 


Essa expressão (183) é a lei de Rayleigh-Jeans, uma previsão teórica da distri- 
buição espectral de um corpo negro a uma temperatura T cujo comportamento é 
parabólico. Entretanto, os experimentos mostram que para uma certa frequência 
v, a energia irradiada nesse espectro começa a diminuir drasticamente conforme 
v aumenta, discrepando da parábola da equação (183), conforme pode ser visto 
na figura (5). 

Para corrigir esse problema, Max Planck propôs restringir a liberdade dos 
valores de v de forma que e só assuma valores múltiplos de uma constante e,, 
o quantum. Dessa forma, a densidade de energia é calculada usando a mesma 
expressão (182) com e = ne,, mas o método de normalização da constante Z 
agora é discreto: 


De) =1 
n=0 
ou seja 
ney 
Z= = 
>, co (xs) 


AR o de E , pa Za me Ev 
Note que a série infinita é uma série geométrica de razão r = exp | — KT ) 
B 
Como o expoente é negativo, então r < 1 e podemos usar a equação (89): 


1 
l-exp (- e) 
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Zi 


Comparação entre o resultado esperado e os experimentos 
1e-16 


— Modelo clássico 
—— Modelo quantizado de Planck 


E 
h 


tw 
1 


Densidade espectral, em js /mº 


0 T T T T T 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 


Frequência, em Hz le14 


Figura 5: Comparação entre a distribuição espectral teórica da mecânica clássica 


com a obtida experimentalmente (posteriormente calculada por Planck) com 
T = 3000 Kelvin. 


O cálculo da energia média também é discreto: 


II II 
NIH MM 
o NIH 
DJs 
[su 
3 me 
o 
2 5 
e, 2 
Ra | 
Ss 
SE E? 
SN 
sd 


Para calcularmos o somatório, fazemos r = exp (- K à) e notar que 
B 
[0,.0) d oo 
Di n 
Dar = É 
n=0 n=0 
da 
=7.— 
drl—r 
1 
= ro 
(1-1) 


e então 
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Ev 
ev exp | — 
v p KeT 
Ev 
l- exp | — 
E ( K E) 
Multiplicando o numerador e o denominador por exp ( mir). obtemos 


(e) = 


Ev 
exp (xt) —1 


Portanto a equação (181) se torna 


(184) 


Para que essa equação tome a forma da lei de Wien (180), é necessário que 
e, seja algum múltiplo de v, ou seja, « = h: v, o que resulta 


(185) 


cujo gráfico está na figura (5). Fazendo a aproximação de Taylor de primeira 
ordem na exponencial de (185) com Av muito menor do que KpT' e desprezando 
os termos de segunda ordem ou mais, obtemos 


hvê 1 8mv? 
aq Sm tv RR em 


KsT 


Pv 
Cc? 


e então recuperamos o resultado clássico (183) para frequências baixas. 


3.1.1 O efeito fotoelétrico 


Os experimentos da radiação do corpo negro apontam para uma quantização da 
radiação emitida pelos osciladores térmicos. Por outro lado, um outro experi- 
mento semelhantemente apontava para uma recepção discreta da energia da luz 
pelos elétrons. Essa ideia foi proposta por Einstein para explicar o porquê dos 
elétrons ejetados de uma placa metálica não ganharem energia cinética ao am- 
pliar a intensidade da luz que a incide. Podemos descrever o fenômeno como uma 
transferência de energia do fóton hv para um elétron, cuja energia necessária 
para se libertar do átomo é dada por & e a energia restante é convertida em 
cinética K. Na forma de equação, temos 
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hv=6+K (186) 


A energia cinética do elétron K também pode ser reescrita como K = qV, 
onde q é a carga do elétron e V é a diferença de potencial acarretada pelos 
elétrons: 

hv=6+qV 


Obtendo os valores de v e V experimentalmente, foi possível calcular a constante 
de Planck: 
h = 6.626. 10734]. s 


3.2 A Equação de Schródinger 


Demonstrado que uma radiação eletromagnética pode ser tratada como uma 
partícula em certos casos, De Broglie fez uma hipótese de que partículas (como 
elétrons) podem também se comportar como ondas, o que foi provado anos de- 
pois. Nesse contexto, Schródinger formulou uma equação para determinar a 
função que representa essa onda de matéria, equação que foi baseada na for- 
mulação da mecânica clássica de Hamilton-Jacobi, que melhor se adéqua aos 
problemas ondulatórios. 

A equação diferencial parcial de Schródinger (188) foi formulada de uma 
forma que se os níveis de energia trabalhados forem muito maiores do que o 
quantum (ou similarmente, h — 0), a EDP retorna à equação da mecânica 
clássica de Hamilton-Jacobi 
os 


+. 2 
sto 1 
[Ys| +V+G=0 (187) 


1 
ãm 
cujos detalhes podem ser vistos em [3]. 

Na mecânica quântica, a função de onda W(x,t) é suficiente para descrever 
qualquer partícula, e se conhecermos todas as funções de onda de todas as 
partículas, conhecemos todo o sistema físico. A evolução temporal da função de 
onda é regida pela EDP de Schródinger (188) 


o) h2 9% 
h 
onde h= e 


e portanto a mecânica quântica é determinística quanto ao estado W(x,t) de 
cada partícula. 

Suponha um sistema físico envolvendo uma partícula, como o elétron, em 
um eixo unidimensional x. A função de onda, embora em geral seja complexa, 
fornece todas as informações possíveis que podem ser extraídas dessa partícula. 
Na interpretação de Copenhague, a função 


p(x,t) = y(a, | = plz, t)*p(x,t) 
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nos diz a densidade de probabilidade de encontrarmos tal partícula no ponto x 
e no instante t caso haja alguma medição para tentar localizar a sua posição. 

Aqui há outra diferença da mecânica clássica: as partículas não possuem 
posições bem definidas. O princípio da incerteza de Heisenberg nos diz que 
se cy é o desvio padrão dos resultados experimentais para tentar encontrar a 
posição da partícula e op é o desvio padrão dos resultados para tentar encontrar 
o momento da partícula, então 


Ox Op 2 


(189) 


NIH 


Isso significa que nenhum dos desvios padrões pode ser zero, ou em outras 
palavras nem a posição nem o momento da partícula pode ser determinado com 
total precisão. E se aumentarmos a precisão da posição, aumentamos a incerteza 
do momento e vice-versa. 


3.2.1 Normalização da função de onda 


Uma vez que a equação de Schródinger é uma EDP linear homogênea, se (x, t) 
é uma solução então B - W(x,t) também é. Mas p(x,t) = |y(x, |? também é 
uma função densidade de probabilidade. Logo |Wy(x, t)|” precisa satisfazer 


oo 
/ ola, t)Pdr=1 (190) 
== O 
para todo t. Entretanto, há soluções da equação de Schródinger cuja inte- 
gral (190) diverge, e então é impossível escolher a constante B para que sa- 
tisfaça (190). Porém, se y(x,t) for quadrado integrável, então a integral impro- 
pria da densidade será finita e poderemos escolher B que normaliza a solução. 
Todavia ainda há a hipótese de W(x,t) ser normalizada para um tempo t = to 
mas não ser normalizada para algum outro t. Entretanto o próximo teorema 
rejeita essa possibilidade se y(x,t) for quadrado integrável. 


Definição 3.1. Uma solução da equação de Schrodinger é dita normalizável 
se (190) for válida para todo t. 


Teorema 3.1. Sew(x,t) é uma solução da equação de Schrôdinger e é quadrado 
integrável, então W(x,t) é normalizável. 


Demonstração. Nessas condições, precisamos provar que (190) é invariante em 
relação ao tempo, ou seja: 


pe A 


Usando a fórmula de Leibniz, obtemos uma expressão equivalente: 


(6,0) 


=— t 2 e 
Ho nfar=0 
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Usando a definição de módulo e a regra do produto de derivadas: 


(6) (6) 


alto DE = spvla (at) (191) 
õ g Ú * 
= 7 (Ula D vlat) + 57 (Ulm dl" (192) 


fo) 
Agora isolando o termo ou na equação (188), obtemos 


ot 


9) h 9? ) 
= io o (2,0) — GU(o, Ob(, 1) (193) 


E para o conjugado dessa equação também temos 


Fo 1 45 o2p* 
Õt * “am Ox? 


(nda -Ula, Due, +) (194) 


Substituindo (193) e (194) em (192), obtemos 


2, /,% + 
Sola 8 = 1 (a DU(, 0) + GU(o, Ole Pólo, 0)+ 
02 ) 
o no (e bla — UCs bles (a 8% 
5) » ih [0% o 
TINA Ná )| e 2m 9x2 (x, t)yp(x,t) — 9x2 (x, t)p(x,t) 


Ágora vamos aplicar simplificar o termo em parênteses da seguinte forma: se f 
e g são funções duas vezes diferenciáveis, então 


d 
RL Ap DR (195) 
x 
Demonstração. Aplicando a regra do produto, obtemos 


d 
qt'9 =toj= farta =tao-ty=fga=to 


E 
Usando f = W(x,t)* e g = W(x,t) em (195), chegamos à expressão 
(9) h O [0 dy* 
Selota OP = a e [elevar - Soto Out] (190) 
e então 
e 8 “ih O |ô dy* 
Le alstonpas= [So [goto oto or - SE (os tjo(o, | do 
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Como wW(x,t) é quadrado integrável, suas derivadas em x também o são, e po- 
demos usar o teorema fundamental do cálculo para concluir que 


pi 2 ih [04 2 O 
TALA SA dr =— (a, Du(a,t)* — p) (e, (as) 


(197) 


Uma vez que a função densidade W(x,t)*b(a,t) obedece (190), que é uma inte- 
gral imprópria convergente de —oo a oo, então obrigatoriamente 


lim ole, t)=0 e lim ly(z,b)|=o0 (198) 


L—>— oo 


(9) ; 
Isso também é válido para W(x,t) e aa t), o que implica 


dx 


e 2 

a bla, t) É da = 0 
“oo Ot 

Ou seja, se normalizarmos a função de onda y(x,t) para algum t = to, então Wy 

continuará normalizada para qualquer outro t. E 


Note que embora a densidade de probabilidade possa mudar com o tempo, 
a integral dessa densidade será sempre 1. 


3.2.2 Momento linear 


Dada a densidade de probabilidade |y(x:, t)|? dos resultados de medida da posição 
de um certo estado wW(x,t), o valor esperado da posição é dado pela expressão 


(= [ a-ntesPar 


—00 


Geralmente o valor de (x) pode mudar com o tempo (o que não é o caso 
quando o potencial não depende do tempo, conforme veremos adiante) e assim 
podemos calcular a velocidade com a qual o valor esperado (x) se move no eixo 


d(a) d 


de) | dita] de= [ac sgló(oso) de (199) 


—00 


Podemos usar a equação (196) e substituir em (199): 


OU 


v dx 


d (x) ih [S o 194 
= —— . d 
dt 2m Jus “da [56 pps 
Ágora vamos integrar por partes, derivando & e integrando o termo com a deri- 
vada parcial: 


CoD 


E dx 


I 
R 


d(x) ih [e ey 


E ih [O dy 
dr? da | 


2m Jo (dr 


] da 


| (6,0) 
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Considerando os limites (198), o primeiro termo tende a zero (estamos su- 
pondo que (x, t) tende a zero mais rapidamente do que x tende a infinito). 


diz) ih [E |dy DU 
dt ml old Fo 


Vamos usar integração por partes novamente em ambos os termos, inte- 
grando o termo que tem a derivada em x e derivando o restante: 


pt 


o] dz (200) 


aa E aa am io O 
ri de = yy À -f. arbdo=— [o dg + dE 
E Bevde = y'4] La DR dy = — E da? da 


Õ 
Note que permutar o conjugado entre a e y* apenas troca o sinal da 
x 


integral. Então 


da dx da 
Substituindo em (200), obtemos 


Deu — Dev =2: [5E4?] 


do) ih [PC , 
= A do” da (201) 


A velocidade do valor esperado da posição da partícula é também o valor 
esperado das medidas de velocidade da partícula. A demonstração está no 
capítulo 3 de [4] usando a velocidade como o observável Q. 

Desde o início estamos supondo a massa constante, então o análogo quântico 
do momento linear p = mv é dado por 


Ma hfº O 
a am 


as - 
Reescrevendo (x) e (p) de maneira mais conveniente: 


(p)=m(v)=-ih Wy* da: 


(6,0) 


Isso nos dá pistas de que um observável pode ser calculado escolhendo um 
operador apropriado entre y* e y. No caso da posição esperada é o operador 


multiplicador x, e o do momento esperado é o operador — da” 
10% 
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3.2.3 Função de onda estacionária 


Na mecânica clássica, o potencial U(x,t) fornece o tipo de experimento que está 
2 


sendo realizado. Por exemplo se usarmos o potencial 2 na lei de movimento 


unidimensional de Newton 
dU dp 


da dt 
no caso em que a massa é constante, ela irá retornar a equação diferencial do 
oscilador harmônico simples 


F=— 


É k 
ae) = = Ult) 
cuja solução determina a posição da partícula. Derivando a solução obtemos 
a velocidade dela e consequentemente também determinamos o estado desse 
sistema em qualquer instante t. 

Isso também é válido na mecânica quântica, pois dado um potencial U(x,t) 
podemos obter a função de onda que descreve o sistema físico desse potencial 
resolvendo a equação diferencial de Schródinger (188). 

O caso mais simples é o de que o potencial só depende da posição, o que 
implica que podemos escrever U(x,t) = U(x). Nessa condição, podemos usar a 
separação de variáveis para resolver a equação de Schródinger: 


bla, t) = W(x) - O(t) 


e então (188) fica 


Dividindo ambos os membros por Y(x)B(t), obtemos 


Dt) Rê Wa) 
ih 0 Tm Elo) | U(ax) (202) 


Denotando [y| como a grandeza de &(t), vemos que a grandeza da constante de 


separação 
D'(t 
E 0) =p. 88 = 
O(t) [9] 
é a energia. Denotando a constante de separação de E, temos então duas 
equações diferenciais ordinárias: 


ihd'(t) = E - (t) 


v() =. 6(0) (208) 
e 
EN ) + U(a)E(a) = Ev(a) 


Dw'(a) HU (2) — E)Y(2) = 0 (204) 


A solução da primeira equação diferencial é 


Já na segunda equação diferencial não podemos ir mais adiante sem especificar 
o potencial U(x). Ela é a equação de Schródinger independente do tempo. 
Entretanto ainda podemos extrair características interessantes dessa solução 
geral y(x,t) = W(x) - S(t) com potencial independente do tempo. Supondo que 
E seja real, temos que 


o(a, IP = (a, 0) b(a,t) 
= V(a)“V(x)- Ot) O(t) 
= U(a)' (x). Ce P'Cte dn! (205) 
= V(a)“V(x) 
= [P(a)f 


e portanto a densidade de probabilidade é invariante em relação ao tempo. Por 
causa disso, essa função de onda é chamada de estacionária. Daqui em diante 
deve-se subtender que as funções de onda Wy(x,t) abordadas em toda esta seção 
são estacionárias. 

Em geral, a constante de separação E pode ser um número complexo. Mas 
se a solução y(x,t) for normalizável, então o próximo teorema garante que E é 
um número real. 


Teorema 3.2. Se W(x,t) é uma solução normalizável, então a constante de 
separação E definida pelo valor da equação (202) pertence aos reais. 


Demonstração. Suponha que E seja um complexo na forma 
E = E, + iE; onde E,, E, E R 
Temos que provar que E; = O nas condições enunciadas. Então 


itE te, t (1; E E; 
Ce h = Cexp(- HEHE) = Cop(-S ) exp(5:t) (206) 


e seu conjugado é 


(o exp (-5)) = €* exp( E ) esp( 5) (207) 


E agora substituindo (206) e (207) em (205) obtemos 


le, DP = V(a) o(a): Cop(-SEt) c exp( Et) exp( Et) exp( E) 
= (x) V(x) ep (2E o) 
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Mas por hipótese (x, t) é normalizável e portanto |W(x, o? não pode depender 
de t. Logo E; = 0, conforme queríamos demonstrar. E 


Teorema 3.3. Qualquer solução normalizável V(x) de (204) pode ser escrita 
por uma combinação linear de outras soluções Vi;(x) tais que são reais para todo 
o x. Em outras palavras, sempre existirá uma solução real de (204) em todo o 
domínio. 


Demonstração. Pelo teorema (3.2), a constante E é real e consequentemente 
todos os coeficientes da equação diferencial independente do tempo (204) são 
reais. Isso significa que podemos aplicar o conjugado em ambos os lados e notar 
que o conjugado Y(x)* também satisfaz a equação, ou seja, V(x)* também é 
solução. 

Agora suponha que V(x) pode ser escrito na forma 


V(x)=a(x)+b(x)i com a(x),b(x) ER 


Então 


Ou seja, podemos escrever 
V(2) = >(P(0) + W(0)') + 5 (Pla) — Va) 


Como a EDO (3.2) é linear e homogênea, pelo princípio da superposição as 
combinações lineares V(x) — V(x)* e W(x) + V(x)* também são soluções. 

Para obtermos uma solução real, basta usar as equações (208) para qualquer 
solução normalizável. E 


Teorema 3.4. Se Y(x) é uma solução normalizável de (204), então E não pode 
ser menor do que min(U (x)). 


Demonstração. Vamos supor por simplicidade que W(ax) seja uma função nor- 
malizável real. Se não for real, podemos usar o teorema (3.3) para encontrar 
uma solução real cujo vínculo é dado por uma das equações de (208). 

Isolando a derivada de segunda ordem em (204), obtemos 


2m 


Vir) = —2 E — U(e))P(a) 
2m 
= SU a) — EJV(2) 


Agora suponha que E < min (U(x)). Então o termo &E[U(a) — E] é positivo 
Vaz € R. Isso significa que ambas as funções V(x) e VW (x) sempre possuem o 
mesmo sinal. Se Y(x) for positivo, então a sua segunda derivada também é. 
Nesse caso, se W'(x) for positivo, então W(ax) tenderá a oo quando x — 00. Se 
W'(x) for negativo, na melhor das hipóteses W(x) cruzará o eixo x e W(x) se 
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torna negativo, entretanto P” (x) também será negativo, no que implica V(x) 
tendendo a —oo quando 2 — 00. De todo modo, |Y(a:)|? não tenderá a zero 
quando x tende a +oo, o que significa que a integral imprópria 


fo Iva 


— 00 


divergirá e não será 1, o que contradiz a hipótese da função ser normalizável. 
Em outras palavras, o valor mínimo do potencial U(x) é sempre menor do que 
a energia E do sistema. E 


3.2.4 O problema do poço de potencial infinito 


Neste problema o potencial U(ax) é definido por 


Ut)= 0 se)<ar<a 
“ | +o0 caso contrário 


Aqui +oo deve ser interpretado como um número que tende ao infinito, e não o 
próprio infinito. Em outras palavras, qualquer que seja o valor finito de V(x), 
ainda será desprezível comparado ao valor do potencial. Dessa forma, a equação 
diferencial 

h2 

om (2) H[U(x) — E|V (x) = 0 (209) 


força a condição V(x) = 0 para todo « fora do intervalo [0,a], pois a função 
exata e identicamente nula leva qualquer limite a zero, respeitando (209). 

Podemos invocar o teorema (3.4) para descartar E < 0. E então, da equação 
independente do tempo (209) no intervalo [0,a] temos 


h2 


“2m 


V”(x) — EV(x) = 0 


—2mE 2mE 
D'(x) = 2 p(x) = —k2W(x) onde h= 1 
h2 h 
Essa é a equação diferencial do oscilador harmônico simples. No caso E = 0, 
temos a solução 


ER (210) 


V(r)= Ax+B 


ese E > 0, temos 
V(x) = Acos(kax) + Bsin(ka) 


Queremos que y(x,t) seja contínua, e consequentemente V(x:) também precisa 
ser. Isso automaticamente condiciona os valores de contorno Y(0) = 0 e V(a) = 
O. A equação com E = 0 nos retorna a função nula, uma vez que é a única 
função do tipo Ax + B que possui mais de uma raiz. Então nos resta a equação 
para E > 0: 

V(0) =0 => 0 = Acos(k0) + Bsin(k0) = A 
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e então ficamos com Y(x) = Bsin(kax). Aplicando a segunda condição de con- 
torno: 


V(a) = Bsin(ka) = 0 


Não queremos a função nula, então B £ O e sin(ka) = 0. Isso significa que 
ka=nm onde ne Z* 


Uma vez que a função seno é ímpar, então podemos descartar os valores de n 
negativos sem prejudicar a generalidade da solução. Isolando k, obtemos 


h= "E 
a 
ou então 
2mE, na 
h 20 
que leva à expressão 
1º nin?h? 
Epa Pao no 


Isto é, a energia é quantizada, não podendo assumir valores arbitrários ou 
contínuos como na mecânica clássica. Esse fato adveio das condições de con- 
torno impostas, condições estas que prezam pela continuidade da função de onda 
Wla,t). Essa quantização também foi vista, conforme mencionamos em (3.1), 
no caso dos osciladores térmicos da radiação do corpo negro. 

A solução geral é dada, portanto, pela função 


is nTL 
Ba si (—) 0, 
V(z) = = sin(— se x € [0,a] (212) 
0 caso contrário 


Mas ainda resta a normalização. Calculando [Y (a): 


Do produto de Cauchy [> o) . [> 1) — 3 3 akbn-j, temos 
n=1 


n=1 


A hipótese que fizemos no começo do cálculo é de que Y(x:) = 0 para qualquer 
x £ [0,a], então podemos encurtar o intervalo de integração para [—a,a| sem 
prejudicar a norma. O subintervalo [—a,0) (cuja densidade é zero) vai estar 
incluso por questões de conveniência. 
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o Y(a)|? dae = É SS Da sin(72) sin( (e Dea) da 


““n=1j=1 
=D 5 BB [ sin(0E) DR) dr 
: co a a 
n=19=1 


Conforme vimos no começo da seção (2.5), podemos usar a relação de ortogo- 
nalidade para mostrar que 


fsin( DE) sim ((2= Hm) ao se j£n-—j 
Es a a 


ou seja, os únicos termos não nulos das somatórias são os que ) =n — j. Em 
outras palavras, só sobram termos que tenham n par e ao mesmo tempo 23 = n. 


E então 
es 2 E “fita. (rã 
fo PY(x)|É da = » B;B; o sin(0E) sin(2) da 


Il 
[98 
sy 
1) 
—— 
IQ 
| 
Q 
2. 
p=a 
[NS] 
“o. 
al 


2 q 


| 
to| Q 
pr] 
E 


e 2 

2 
Be s (213) 
j=1 


ou seja, as constantes B; devem ser escolhidas de modo a satisfazer (213). 
Essa é a solução que engloba todas as energias possíveis pelo sistema. No 
caso particular em que queremos uma função de onda para cada energia, temos 


Vala) = Ba sin( O) se vElO,a] 


E a equação (213) simplifica para 


2 

Ba =14/— 

a 
Escolhemos a raiz positiva por questões de conveniência. O sinal de B, não 
interessa muito, visto que é usado B2 para o cálculo da normalização. E então 


a solução em [0,a|] fica 


Cada solução TV, (x) está associado à energia dada pela equação (214). A 
solução com energia associada a n = 1 é chamada de estado fundamental. As 
soluções com n > 1 são chamadas de estados excitados. 


1º nir2h? 


5 (214) 


q 
2m a 


Voltando à solução global (212), podemos generalizar B, para os complexos 
e reescrever-la como 


2.- 2 
V(a) = 3 Csin( O) onde Ba= 20, (215) 


vamos multiplicar ambos os lados de (215) pelo conjugado de Ym (x) e integrar: 


[ES cusm( TE) sin( Ear (216) 
n=1 


I 


a V(x)V (x) de 


2 
=2Ca [ om? (E) ao 
a 0 a 
2 a 
iq a 
= Ca 


172 


Agora note que a integral de Y(x)Y,(x)* é o produto interno definido entre 
funções complexas: 


(Dm (1), W(x)) = / V(1)T o (2)* da (217) 


Consequentemente as constantes C, são as coordenadas da projeção da solução 
geral W(ax:) no espaço gerado pelas funções (x). Note que essas soluções são 
linearmente independentes e assim formam uma base (infinita) 8. Se observar- 
mos bem a equação de Schródinger independente do tempo (210) percebemos 
que cada solução V, (x) é um autovetor do operador da derivada de segunda 
ordem com autovalor 


—2nE, 
An Tê 


Além disso, se fizermos o produto interno entre dois elementos da base 5 
vamos obter 


I 


(Da (1), V(2)) |, “Tal btotdo 


2 A ANTA . (mL 
— sin( O) sin(TTO) da 
a Jo a a 


Isto é, sen £ m, o produto interno vale zero. E sen = m, a integral vale 
5 e então o produto interno é 1. Em outras palavras, a base 8 é ortonormal, 


conforme já vimos no exemplo (1.3) e na seção (2.5): 


I 


(Ult), Pal) = ônm 


Por fim, a solução geral no intervalo [0,a] é 


V(x) = TED Cn sim(O) 


que é a Série de Fourier de alguma função ímpar arbitrária. Por sorte, as 
constantes C, podem ser calculadas pelas equações da projeção de f no espaço 
gerador da Série de Fourier: 


o = :/ Fla) sin( 2) da 
Cn = Val F(a) sin (O) da 


onde f é uma função ímpar de livre escolha desde que obedeça aos critérios da 
convergência de uniforme de (2.35) ou (2.36). Podemos simplificar mais ainda, 
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uma vez que f(x)sin(2Z2) é par: 


Cn = OTRA Fa) sin(E) da 


3.3 Introdução ao oscilador harmônico quântico 


Seja U(x) uma função analítica de um potencial que possui um mínimo local 
em « = xo. Estamos interessados em saber como a função de onda wW(x,t) se 
comporta nas vizinhanças de xp. Essa análise é útil, por exemplo, em problemas 
envolvendo interações moleculares, usando o potencial de Lennard-Jones. 

Podemos fazer uma aproximação polinomial de Taylor centrada em x9 e 
ignorar os termos de ordem mais alta: 


U(x) = U(xo) + U(xo)- (x — xo) + SU" (xo) “(e— xo) 


Dado que xo é um mínimo local, então U'(x9) = 0. Além disso, para a física 
em geral apenas interessa a diferença de potencial, que é invariante a soma ou 
subtração de uma constante. Então podemos ignorar o termo U(x9) e concluir 
que 


U(a) = 5U"(00) (2 0? 


ou seja, o potencial nas vizinhanças de xo possui a mesma forma que o potencial 
do oscilador harmônico simples da mecânica clássica 5k(ax — «x9)2 centrado em 
zo e com a constante da mola k = U"(xo). 

Sabemos que no caso clássico a frequência angular w é dado por 


k 
w=4/— 
m 
e então podemos isolar k para obter 
k = mw? 


E portanto podemos reescrever o potencial como 
1 
U(a) = a mwê(a — to)? 
Colocando esse potencial em (204), obtemos 
h2 1 


— om “(a — 20) + amuwê(a — vo)? — E V(r— zxo)=0 
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2m 
Multiplicando ambos os lados por = temos 


9mE m? 
h2 h2 


w2(x co] v(z— 29)=0 


Note que o primeiro termo da expressão em colchetes é o quadrado de k = 


v2mE 
ER, também definido na equação diferencial do poço infinito (210). 


Ágora vamos definir uma outra variável €: 


= Joe = 0) 
de mw 
de Vh 


PW(x) dad (dV(E) de 

da? -E( dE É) 
— PU(E) dê de dv) PE 
— dê de dy dé dx? 


v(9+ [re — E] WE=0 
vi) +[K-E] W(8)=0 onde K= a (218) 


Quando 2 é muito grande comparado à constante K, podemos desprezar K 
8 
e ficamos com 
VW” (a) = E2V(E) (219) 


No contexto em que €º >> K, W(£) não pode ter um comportamento polino- 
mial, uma vez que a derivada diminui o grau e não o contrário. Uma exponencial 
do tipo eXº também não pode ser, já que £? não é uma constante. E para a 
exponencial 28” temos 
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gor = 9A£eN* 


2 
dg? 


Mas como &2 é muito grande, podemos desprezar o termo 2A e concluir que 


SE = (0) +48) OF 


2 
e AP» 4262 M€ 


Para se assemelhar à equação diferencial (219), fazemos 4A2 = 1, ou então 


J=de ME MES 


A solução da equação diferencial (218) que estamos procurando precisa, então, 
convergir para a solução 


TE) = Ac MÊ 4 Bené (220) 


quando £€2 >> K. Para que a solução Y(£) seja quadrado integrável de —oo a 
oo, é condição necessária 


lim HO)=0 e lim YW6)=0 


€—00 €—>—o0 


Quando £2 tende a infinito em (220), o termo Bem diverge, enquanto que 
Aço converge para zero. E então B precisa ser zero. Em outras palavras, 
W(£) tende a função AN” quando £? é grande. 

Isso nos fornece pistas de que V(é) pode ser reescrita na forma 


V(E) = f(6)e E (221) 


Derivando uma e duas vezes: 


V'(E) = 2X0E FE) NÉ + (e) 


T'(£) = Do f(ge E + MEF (Ee! 42. 2)0E (ENE + fp" (E)e do 
= (AN +20) f(6) +2- DEF (E) + F(E)] 308 
Substituindo W”(£) e V(£) em (218), obtemos 


[(4A2E? + 2)0) FE) + 2: 2)0EF (E) + 1 (E)] E! = [82 — E] f(a)e of 


À exponencial nunca é zero, então podemos retirá-la da equação dividindo por 
ela: 


(4298? + 2)0) F(E) + 2: 2)0E (E) + FE) = [E — K]f(E) 
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0= F(6) + MoEf(E) + [BE = E + K +20] F() 
= [10 + AE FO + | 2442] F(8) 
= [) + AE FCO + (K + Do) FC) (222) 


Sabemos que 
1 
4 =—4:==—2 e 2Ão =-—1 


2 
e portanto a equação diferencial se torna 
FO) —-2E FD) +(K— DIS =0 (223) 


Como os coeficientes —2€ e (K — 1) são analíticos em R, então essa equação 
diferencial admite duas soluções analíticas linearmente independentes (demons- 
tração na seção 6.17 de [5]). Logo 


Ho =D ane” 
n=0 


PO= 3 mag” 
n=0 


(6,0) (6,0) (6,0) 


FO =D m(n— Dang"? = 5 n(n— Dang? = 5 (n+2)(n+ 1Dangoé” 


n=0 n=2 n=0 


Substituindo em (222), temos 


0=53 (n+2(n+1ans26” 285 nan A(K-I)S an” 
n=0 n=0 n=0 


=3 In +2)(n+ ans + (-2n4 K — Nan] E? 


n=0 


Como os monômios £” são linearmente independentes, então o termo entre col- 
chetes tem que ser zero para todo n > 0: 


(n+2(n+ Dans2 + (-2n+K — Da, =0 
(Qn+H1— Ka 
(n+29(n+1) 
A equação (224) é a relação de recorrência que permite determinar todos os 
coeficientes an. Rapidamente podemos notar que ay e ay são arbitrários, e os 


termos seguintes dependerão da escolha de ay e ay. Calculando os primeiros 
coeficientes: 


(224) 


An+2 = 


(1 ic Kao 


à = ag4+2 = 21 
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(3 — Ka 


43 = Q4+2 = 31 
Don (BK (6 KI Kas 
RA PaRd o Cega» So 4! 
= 2 (7=Kas ((—K)3= Ka 
Da E 5! 
“OK (OSKNS= IM = Kay 
cd OR ! 
Kas (N-)M-K)S- Ka 
CRS EARERO =p” Tl 


Esses coeficientes são suficientes para mostrar um padrão em que a cada 
dois coeficientes, um novo produto surge, que é o anterior somado por 4. Os 
coeficientes pares dependem de aq e os ímpares de ay. Além disso, O coeficiente 
aomn tem n produtos, e aon+1 tem também n produtos. Portanto é plausível 


tentar : 
a 
can = Tampo CA +18) se n>1l 
e 
a n—l 
su a da = dE EM 
Cmt E (on + 1(a+3) ya ce 


Para provar essas expressões, é preciso usar o princípio da indução. 


coeficientes pares: 


- AR O (4 +D-K) 
j=0 


(225) 


(226) 


Para os 


que é a relação de recorrência (224) se substituirmos n por 2n, e portanto está 


provado por indução. 
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E para os coeficientes ímpares: 


G2(n+1)+1 = CREDIT Tica +83) — K) 
(M+D)-Ka Tr. 
amar II(4i+3) = 
(MAD) am si +=) 


(2n+2)-(2n+3) (2n+1) 


((4n + 3) — K)asn41 
(2n + 2) . (2n + 3) 


1=0 


e retornamos à relação (224) substituindo n por 2n + 1. 
Portanto a solução f é dada por 


HO=> ami? +45 aan 
n=0 n=0 


com asn € a2n+1 definidos respectivamente pelas equações (225) e (226). 
Em uma análise mais grosseira, quando n é um número muito grande, po- 
demos arredondar a relação de recorrência dos coeficientes pares para 
2(2n)an 1 


Agn+2 = 


y 227 
M(n+2) n+1º? fada) 


de forma que 


1 ao 
as = aq aq dy =— 2 
GA (079) ao 
GSNS => ag E — 
sa: EA 
Esse padrão nos sugere que 
Gg 
Gon (228) 
Substituindo na expressão (227), obtemos 
1 (070) (070) 


Cana tg (n + 1)! 


que é (228) trocando n por n + 1 e consequentemente a relação está provada. 
Portanto, para n muito grande, 


D0 0 oo 
a a, 2 
HO=D ant mo rm (E age 
n=0 n=0 — n=0 


E então 


VW) = (Dec Lace Ea Ceé 
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Isso significa que a função Y(£) diverge quando £2 tende a infinito, e consequen- 
temente não é normalizável se ag £ O. Para os coeficientes ímpares, o resultado 
será semelhante. 

Para que W(£) seja normalizável, é preciso que as séries infinitas sejam na 
verdade finitas, ou seja, polinômios. Conforme já sabemos, as exponenciais 
crescem (ou decrescem) mais rapidamente do que qualquer polinômio, e com 
isso W(£) tende a eS” quando £2 é muito grande. 

Vendo a relação de recorrência 


(Qn+1— Ka 


(n+29(n+1) 2) 


An+2 = 


a série é truncada quando ou a, =0ou2n+1-— K = O para um certo n. Por 
hipótese, os coeficientes anteriores não são zero e então 2n+1—- K = 0. Ou 
seja, 


K=2n+1 
2E 


1 


Ou seja, para que (x,t) seja normalizável e possa caracterizar uma partícula, 
é preciso que a energia (mais uma vez) seja quantizada. 
Quando o n de corte é zero, temos Ey = ihw e (2:0+1— K) = 0, no que 
acarreta, 
a — 0 


e idem para os outros coeficientes pares (exceto ao). A única maneira da série 
infinita dos coeficientes ímpares não explodir quando £2 — co é impondo a; = 0. 
Então f(£) = ao e 


1 
Vo(é) = age onde Ao= = 


Quando o n de corte é 1, Ey = Shw e os próximos coeficientes ímpares, as 
em diante, serão nulos. E então a série dos coeficientes pares só pode ser finita 
se ao = 0. Além disso, a solução para f é f(£) = a1é enquanto que para V é 


Vi(£) — age NE 


Por questão de conveniência (que será esclarecido posteriormente), multiplica- 
remos essa solução por 2 para que o monômio com a potência mais alta fique 
com um fator 2”, resultando 


Wy (E) — Jay en 


O padrão fica evidente quando fazemos n = 2: os termos pares anteriores 
(ag e o próprio a») não são necessariamente nulos enquanto aq em diante são 
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zero. Além disso, ay também precisa ser zero para a solução ser normalizável. 
O valor ay é independente, mas a» é dependente de ag por meio da relação de 
recorrência (229): 


1 
a — aU — Ko)ao 
onde 
2E 

Ko = o 
a 
“tw 2 
=5 

1 

ay — aU = 5)ao =— —2ao 


E então a solução fica 
2 
Vo(€) = (ao + a28?)etos 
— 0 (1 TE 2€º) do? 
= = (462 — 2) No 


Podemos simplificar o termo (g — K,) como 


Paran=3,4e5: 


Va(E) = (ay£ + ag£3 elo 
= qu (e = 3) oro! 


(86º — 126)e/o6º 


un 
Va(£) = (ao + apx? + asa! je 
4 
= 0 (1 — 4€? + 3) doe? 


Go 2 4 AoÉ? 
=—(12-4 1 q 
EC sé” + 166º) e 


Vs(£) = (m€ + agE3 + asEº Je No 
4 4 2 
=mu (e- e + 5) PE 
aq 


= — (1208 — 1608? + 328º Je 
Ton (1208 — 160€º + 326º) 
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Note que os polinômios entre parênteses de cada solução particular são os 
polinômios de Hermite do exemplo (1.5) multiplicados por 2”. 
A solução particular da EDO (223) é dada por 


TD, (£) = ba (Ee NE 


onde H, são os polinômios de Hermite cuja potência mais alta tem um fa- 
tor de 2”. Quanto a normalização dessas soluções, é usado o fato de que os 
polinômios de Hermite são ortogonais entre si em relação ao produto interno 
definido em (1.5) 


(Ha (E),Ha(6)) = [ NS Ha(BJHn(E)AE onde do == 


e a fórmula de recorrência para esses polinômios 


Hy(6) = 26H, (6) — Ho (6) 


para mostrar que a escolha 


(muy HA 1 


satisfaz a condição de normalização 


Ee h 
] MPa(a)| da = 1 onde T=4 58 To 


Os detalhes da normalização podem ser vistos na seção 13 da referência [6]. 

Ás cinco primeiras soluções normalizadas são mostradas no gráfico da fi- 
gura (6). 

Como a equação diferencial (223) é homogênea e linear, então qualquer com- 
binação linear das soluções particulares também será uma solução. Além disso, 
os polinômios de Hermite são linearmente independentes, uma vez que são orto- 
gonais entre si. Então podemos englobar todas as soluções particulares em uma 
só: a solução geral é 


V(é) = > cnHre E? 
n=0 


No problema do poço de potencial infinito, usamos a Série de Fourier para 


Enade do 4d 2 ; 
escrever a condição inicial y(x,0) = 2 f(x) em termos de senos, porém no 


caso do oscilador harmônico quântico é preciso escrever a condição inicial f(£) 

2 . . 
em termos de H,e”* /2, escolhendo corretamente as constantes b, caso isso seja 
possível. 
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Soluções particulares para o oscilador harmônico quântico 


0.84 

— n=0 

— nai 

0.64 — n=2 

— n=3 

0.44 — n=4 
0.24 

[ 
> 001 
-0.24 
—0.4+4 
—0.6+4 
—4 - [o 2 4 
E 


Figura 6: As cinco primeiras soluções normalizadas para o problema do oscilador 
harmônico quântico, considerando m=1,w=leh=1. 
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4 Teoria de Sturm-Liouville 


4.1 Distribuição delta de Dirac 


O delta de Kronecker d;;, podendo ser interpretado como um tensor de segunda 
ordem ou como uma função de à e 3, é um objeto que satisfaz a relação 


) dj A; = Qi 
j 


na qual é útil e foi usada diversas vezes nas seções passadas. Um análogo 
contínuo do delta de Kronecker é o delta de Dirac, que satisfaz 


/ “Sofa de= Fa) 


onde a € [b, c]. 
O delta de Dirac é usado, por exemplo, no cálculo do fluxo de um campo 
gravitacional g sobre uma superfície fechada S, produzido por um ponto P 
localizado pelo vetor 79. O campo é dado por 
Gm 5 


= Sê = 70) 
lr — roll 


j=- 


Se essa superfície contém P em seu interior (ou seja, P não está na fronteira de 
S), então o fluxo é calculado por —47Gm, mas caso contrário, o fluxo é zero. 
Além disso, como q é contínuo e diferenciável nas fronteiras de S, pelo teorema 


de Gauss: 
dh 3º do = | Vega = -4mG ff pdV 
Ss V V 


Mas como o fluxo é zero se a superfície S não englobar 79, segue que 
p = Mó(r,ro) 


Se definirmos uma função g tal que f(x) £ g(x) para todo « £ a em [b,c] 
mas f(a) = g(a), então 


[6 
| Strato) (0) de = fa) (a) =0 
b 
resultado que não importa o quanto f e g diferem entre si nos pontos em que 
q a. Dai podemos inferir que ó(x,a) = O quando « £ a e que d(x,a) possui 


uma singularidade em x = a. 
No caso especial em que f(x) =1 Va, temos 


K d(x,a)de=1 
b 


Com essa propriedade, podemos definir o delta de Dirac ó(x,a) como sendo o 
limite de qualquer sequência de funções (hn (x) ) que satisfaça duas propriedades: 
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e para todo « Za, o limite lim h,(x) convergirá pontualmente para zero; 
n—>o00 


(0,0) 
e o limite lim H hn(a) de convergirá para 1. 
n—00 —oo 


Dessa forma, sec < a < b, então 


b a+e/2 
dim [ Ho)hnla) de= tim / a Halo) do 
a+e/2 
= lim sa F(a)hn(a) de 
a+e/2 
= f(a) lim An(a) da 
(im [o tn(e) 


= f(a) 
considerando que f(x) =x f(a) no intervalo [a — e/2,a + e/2] quando e > 0. 
Exemplo 4.1. Seja (hn(x)! uma sequência de funções, onde 
n 1 
a SR a 
O caso contrário 
A sequência fhn(x)+ satisfaz 
lim hn(x)=0 se va 


n—00 


1 
pois para qualquer « £ a, existe um N tal que para todon > N, |r—-a|>-— e 

n 
portanto hn(x) = 0. Além disso, 


(6,0) 


lim hn(ax) da = 
n5o | o 
lim hn(a) da + lim K hn(ax) de + lim K hn(a) da 
n5o | o Ton 
o0 1 
lim hn(x) de = lim 0+ lim 2 de + lim O 
n5o | o oo n5o0 | 12 n—>00 
“4 n 1 1 
Rs 2 In n 
ei n 2 
= lm 1 
n— 00 


Então podemos concluir que lim hAn(x) = ó(x,a). 
n—00 
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Podemos simplificar a notação d(x,a) para ó(x — a), considerando ó(x) = 
ô(x, 0). 

Como a singularidade de ó(x) ocorre em x = 0, segue que d(—x) = ó(a). 
Além disso, a primitiva do delta de Dirac é dada por 


pr / a iodo 


Note que H(x)=0sex<0e H(x)=1sex > 0. Em outras palavras, a função 
de Heaviside H (ax) 


O sex<o0 
H(z)=4 5 ser=0 
1 sex>o0 


pode ser considerada como uma primitiva de ó(x). 
A primitiva da função de Heaviside é, por sua vez, dada por 


Htis EN º H(x' dy! 
E / j H(a') da! + ) “Haas 


-0+ | 1 da” 
0 


=q 
sex >0. Enocasox<o0, R(x) =0. Portanto 


ro)=[ 0 sex<0 


x sex>0 


ou então R(x) = «H(a). 

Perceba que R(x) é uma função contínua em todo o domínio, apesar da sua 
segunda derivada (o delta de Dirac) não ser uma função e apresentar peculiari- 
dades em «x = 0. 


4.2 Funções de Green 


Seja L, um operador diferencial linear aplicável à variável x. A equação dife- 
rencial 
La(G(x,s)) = d(x — 5) (230) 


é útil para resolver EDOs lineares não-homogêneas do tipo 


Lo(f(x)) = g(x) (231) 
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Multiplicando (230) por g(s) e integrando em relação à variável s, com a < x < 
b, obtemos 


b 
f La(G(x,s))g(s) ds = (a — s)g(s) ds (232) 


Por outro lado, o operador L,. pode sair da integral, visto que esta opera em s 
e o intervalo de integração não depende de x. Então 


ff tatatesopato de= 1 ( lojas 


ou seja, 


b 
Le(f(2)) = 9(2) = f Le(G(x, 8))g(8) ds = L da Gle, s)g gas) (233) 


Comparando os argumentos do operador L,, chegamos à expressão 


j=[ G(x, s)g(s) ds + u(x) (234) 


onde u(x) é qualquer solução da equação diferencial homogênea Lyu = 0. A 
função g(x) a priori já é conhecida e u(x) sabemos calcular. Resta apenas 
conhecermos a função G(x,s) para obtermos a solução da EDO (231). Ela é 
denominada de função de Green. 

Da equação (230) também é possível afirmar que 


Li(G(x,s)=0 se vs (235) 
4.3 Raízes de soluções de EDOs lineares de segunda or- 


dem 


Os próximos teoremas nos auxiliarão a descobrir propriedades de soluções de 
equações diferenciais lineares de segunda ordem sem precisar resolvê-las. 


Teorema 4.1. Seja f(x) uma função contínua e não nula que satisfaz a equação 
diferencial ordinária 


f(x) + an(ax) f(x) + ao(a) f(x) = 0 (236) 


em um intervalo T. Então para cada raiz xo de f(x) em I sempre existirá um 
intervalo Ir, englobando-a tal que ela seja a única raiz em Lro- 
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Demonstração. Suponha que f(xo) = 0, com x9 E T. A solução f será única 
se impusermos uma outra condição inicial envolvendo a derivada de f em xo. 
Se f'(x0) = 0, então a solução será a trivial, f(x) = 0 Vx E T. Por hipótese, 
f(x) não é a função identicamente nula em T, então f'(xo) £ O. Isso significa 
que f está crescendo ou decrescendo em x, no que implica na existência de um 
intervalo 1,, contendo xo com tamanho pequeno o suficiente para que xo seja a 
única raiz de f em Lo. E 


As raízes xo que possuem um intervalo L,,, com as características do teo- 
rema (4.1) são denominadas de raízes isoladas. 


Teorema 4.2 (Teorema de Sturm da separação). Se fi e fo são duas soluções 
contínuas linearmente independentes da equação diferencial (236) em um inter- 
valo I, então as raízes de fi são distintas de fo e, além disso, todo intervalo 
(xo,11) entre duas raízes consecutivas vg e x, de fo em T contém exatamente 
uma raiz de fi e vice-versa. 


Demonstração. Dado que fi e fo são duas soluções linearmente independentes, 
então o teorema (1.43) nos garante que a wronskiana de fi e fo nunca se anula 
em 1, ou seja, 


W(fi, fo)(x) = fix) fo(x) — Alo) folr) £O Vere T 


Note que se fi e f> tiverem uma mesma raiz, então a wronskiana se anula 
nesse ponto, no que implica (pelo teorema 1.42) que fi e fo são linearmente 
dependentes, o que contradiz a hipótese. Como a wronskiana nunca se anula, 
em T, segue que W(fi, f>2)(x) possui o mesmo sinal em todo o intervalo T. 
Agora suponha que x9 e x, são duas raízes consecutivas de fo. Então 


W(fi, fo)(xo) = filxo) fo(xo) — fi(xo) folxo) 
= fi(xo) fo(xo) 
£0 


Analogamente, temos 
filas) falas) £O 


Isso implica que os valores fi(xo), fá(xo), fi(x1) e f3(x1) são todos não nulos. 
Como f> é uma função contínua em T, o teorema (4.1) garante que x9 e x, são 
duas raízes isoladas. Isso implica que os sinais de fi(xo) e f5(x1) são opostos 
entre si, caso contrário haverão pontos em (x0,%1) em que fo > 0 e também 
fo < 0, no que implica (pelo teorema do valor intermediário) na existência de 
uma terceira raiz no intervalo (x9,11), o que contradiz a hipótese. Como a 
wronskiana possui o mesmo sinal em todo o intervalo 1, segue que fi(zo)fó(xo) 
e fi(z1)f3(x1) possuem o mesmo sinal, no que implica que fi(xo) e fi(x1) 
possuem sinais opostos. Como fj é uma função contínua em T, segue que f 
tem pelo menos uma raiz em (x09,%1). 

Agora suponha que f, tenha duas ou mais raízes em (x0,%71). Podemos 
repetir a argumentação para concluir que fs terá pelo menos uma terceira raiz 
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em (x9,%1), O que contradiz a hipótese. Isso significa que fi tem apenas uma 
única raiz em (x9,%1). A demonstração de que f, tem uma única raiz entre 
duas consecutivas de fj é inteiramente análoga. | 


A contrapositiva do teorema (4.2) resulta no seguinte corolário: 


Corolário. Se fi e fo são duas soluções contínuas da EDO (236) e possuem 
uma raiz em comum em TI, então fi e fo são linearmente dependentes. 


Teorema 4.3 (Teorema da comparação de Sturm). Sejam as equações diferen- 
ciais 

pf) +af=pf"+9f+anf=0 (237) 

(pg) + q2g = pg" +p'g + q29=0 (238) 


com f e g sendo soluções não-triviais, contínuas e com derivadas contínuas em 
um intervalo 1 ep uma função contínua, diferenciável e não negativa nesse 
intervalo e que só pode se anular nas extremidades de T. Então se qn(x) > 
go(x) Va E T, então f tem pelo menos uma raiz entre duas consecutivas de q. 


Demonstração. Sejam x,9 e x, duas raízes consecutivas de g em T. Suponha que 
f não tenha raízes no intervalo (x9,11). Podemos também supor, sem perda 
de generalidade, que ambas as funções f e g sejam positivas em (x0,%1). Então 
g(xo) 20, g (21) <0 e 


plxo)W(F 9)(x0) = plxo)lF(xo)g (xo) — F(xo)g(xo)] = plxo) F(xo)g' (xo) > 0 
Analogamente, 
ple)W(f, g)(21) = pl) f(v)g'(w1) <0 
Sabemos que W'(f,9) = fg" — f"'g e portanto 
pW(f,9) = fog" — pf"g 
=90f +9nf- fog — fag 
= [1 — qo)fg+ plo!" — fg] 
= [1 — qolfg — pW(f, 9) 


onde usamos (237) e (238) para substituir pf” e pg”. Isso implica 


In — olftg=pW(L,9)+7'W(f,9) 
= (pW(f,9)” 


Mas como q >q2, f>0 eg > O em todo o intervalo T, segue que 


(pW(f,9)/ >0 


ou seja, a função pW(f,9) é sempre crescente em T, o que contradiz 


plxo)f(xo)g (xo) >0 e p(r)f(r)g(m)<o 
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uma vez que pe W(f,9) são funções contínuas e portanto pW(f,9) deveria ser 
decrescente em T. Há uma ressalva se (pW(f,9)) = 0 para todo x E T, mas isso 
implica qy = q» Ve E T (pois f e g não são a solução trivial), o que está fora 
de questão. Esse absurdo nos leva a concluir que f precisa ter pelo menos uma 
raiz em (10,41). 

A demonstração com ambas as funções f e g não positivas em 1 é comple- 
tamente idêntica. E se f e g tiverem sinais opostos, chegaremos à conclusão 
que 


plxo)flzo)g (xo) <0 e p(m)flri)g(r)>0 


enquanto que (pW(f,9))' < 0, no que acarreta no mesmo absurdo. E 
As aplicações do teorema (4.3) serão usadas nos problemas de Sturm-Liouville, 
que trataremos adiante. 
4.4 O problema de Sturm 
Dada uma equação diferencial do tipo 
f(x) + ara) f(x) + ao(x) f(x) = g(x) (239) 


x 


podemos definir as funções p(x) = exp ( K 
h(x) = p(a)g(x). E então 


aste') da”), sas 


(pl) (a)! + ala) fa) = p'(x) f(x) + p(x) f(x) + ao(a)p(x) f(x) 
= p(x)n (2) f(x) + p(x) f(x) + ao(a)p(x) f(x) 
= p(x) [f"(x) + aa(x) f(x) + ao(a) f(x)] 
= plu)g(x) 
= h(x) 
Isso significa que a EDO (239) é equivalente a equação 
(o(a) f(x) + ala) f(x) = (x) (240) 


O operador que representa essa equação diferencial é o de Sturm-Liouville, con- 
forme vimos no exemplo (1.31): 


TD) = (pf) +af=h 


Também vimos que esse operador T' é hermitiano no espaço euclidiano Ca, b) 
das funções reais contínuas no intervalo [a,b] que satisfazem as condições de 
contorno 


com o produto interno 
b 
(19) = [ He)ala) do 


Agora vamos usar um espaço euclidiano mais genérico: C(a,b) é composto 
pelas funções reais f que são contínuas no intervalo [a,b| e que satisfazem as 
condições de contorno 


anf(a) + Bif'(a)=0 (a1;1) £ (0:;0) (241) 
ao f(b) + Bo f'(b) =0 (ao; 62) £ (0;0) (242) 


onde 04, a, 81 e 82 são coeficientes reais. Além disso, o produto interno é dado 
por 


b 
(1.9) = F Fala) de (243) 


Nesse novo espaço euclidiano, definimos o operador de Sturm-Liouville L 


como sendo ' 


L= É (6035) +a(a) 


onde p,q são funções reais contínuas em [a,b| e p é diferenciável e positiva 
em [a,b]. O operador L também é hermitiano. Para isso, vamos provar que 
(1(1),9) — (f, L(9)) é zero para quaisquer funções f e g de Cla, b): 


b E. = bo = 
(L(f),9) — (1.19) = | (679 + Tagdo — | Fpg)' + fag da 


a 


b b 
(L(1),9) — (Ff, L(9)) = [f'pg — fog] +[ fag— fag— f'pg' + f'pg' de 


b 


= [F'pg — fpg'] (244) 


a 


Isto é, precisamos provar 


p(b) - LF (b)a(b) — (bg (b)] — p(a) - LF (a)g(a) — Fla)g'(a)] = 0 


Para isso, é suficiente mostrar que os termos entre parênteses são nulos. Sabendo 
que os coeficientes das condições de contorno são reais, então é válida a expressão 


arf(a) + Bif'(a) = O 


e então temos o par de equações 


org(a) + Big'(a) = 


anf(a) + Bif!(a) = 


que é equivalente à expressão matricial 
gta) g'(a) 4 0 
. = (245) 
Ha) Fa) Br 0 
A matriz coluna dos coeficientes é diferente da matriz nula, pois isso é garan- 


tido pela condição de contorno (241). Então, pelo teorema (1.36), a equação 
matricial homogênea (245) possui soluções além da trivial, o que implica 


gta) g(a) 
det | |=0 
Ha) fa) 


ou seja 


F(a)g(a) — F(a)g'(a) = 0 
De forma análoga, também podemos encontrar 

F(oa(b) — H(b)g'(b) = 0 
o que implica 

(L(),9) — (f,L(9) =0 


Isso significa que, pelo teorema (1.50), podemos encontrar uma base de autove- 
tores ortogonais do operador L em C(a,b) tais que satisfazem 


Lu = Au 


uma vez que o espaço de soluções é finito. Além disso, os seus autovalores 
associados são reais (teorema (1.48)). 


Teorema 4.4. Seja a equação diferencial do tipo 


f(x) + an(ax) f(x) + ao(x) f(x) = g(x) 


com as condições de contorno 


onf(a) +Bf(a)=c (01;81) £(0;0) 
as f(b) + Bof'(b) = c» (02:82) + (0;0) 


onde 01,092,81,02,C1 e cy são coeficientes reais e ao,a1 e g são funções reais 
contínuas em [a,b]. A solução existe e é única se e somente se existirem duas 
funções linearmente independentes uy e us tais que são soluções da equação 
homogênea 


ui (x) + as(x)us (x) + ao(x)u (x) = O 
us (2) + a (x)us (x) + ag(x)us(x) = 0 
e simultaneamente 
oru(a) + Bruí(a) arua(a) + Brus(a) 
Gaio RS O RR RO A (add) 


Teorema 4.5. Seja a equação diferencial (439) e também as constantes reais 
01,02,21 e Bo tais que 


(01:81) £ (0,0) e (a2;85) £(0;0) 


Se vi e v> são duas soluções linearmente independentes (439) definidas no in- 
tervalo [a,b| e, além disso, um e uz também são duas soluções linearmente in- 
dependentes da mesma equação no mesmo intervalo [a,b], então 


ayvi(a) + Bivi(a) anva(a) + Brvs(a) 
dot [ a A Be A Bend, |O 


se e somente se 


orun(a) + Bra) aqus(a) + Brus(a) 
E a a Ro 


A demonstração do teorema (4.4) está no apêndice (C.1). Além disso, o 
teorema (4.5) (cuja demonstração também está no apêndice (C.2)) garante que 
qualquer par de soluções da equação homogênea serve para verificar (246). 

Dado esse contexto, o problema de Sturm consiste em encontrar as soluções 
da equação diferencial não-homogênea 


Lf=h (247) 


onde g é uma função contínua em [a, b], a função p do operador L é diferenciável 
e positiva em [a,b] e f precisa satisfazer as condições de fronteira (241) e (242). 
Além disso, para quaisquer soluções uy e u2 da equação homogênea Lu = O é 
preciso impor 


orun(a) + Bruí(a) arus(a) + Brus(a) 
e aa a Rei) O DO (248) 


para que a solução exista e seja única. 


4.4.1 A função de Green do operador de Sturm 
Vamos primeiro nos concentrar nas soluções da equação homogênea 
Lu =0 (249) 


com as condições de fronteira (241) e (242). Note que se u(x) E C(a,b), u(a) £ 0 
e satisfaz (249) com as condições de contorno, então u é uma autofunção com 
autovalor 0. 


Teorema 4.6. Se existirem duas soluções uy eus da equação homogênea que 
obedecem (246), então também existem duas funções vy e va linearmente inde- 
pendentes definidas em [a,b] tais que satisfazem Lv, = Lv, =0, 

oyvi(a) + Brvy(a) = 0 

oova(b) + Bava(b) = 0 
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e ainda 


W(v1, va) = det | Ns a | 0 Vxe [a,b] 


anva(a) + Brvs(a) £ O (250) 
aovi(b) + Bovi(b) O (251) 


A demonstração do teorema (4.6) está no apêndice (D.1). 

Note que as condições (250) e (251) certificam que nem v, ou vz possam 
satisfazer ambas as condições de contorno (241) e (242) simultaneamente, de 
modo que não sejam autofunções de autovalor zero. 

Agora, para provarmos que a função p(x:)-W (v1, va) (x) é constante e diferente 
de zero, precisaremos do próximo teorema. 


Teorema 4.7 (Identidade de Lagrange). Dada duas funções u ev diferenciáveis 
de pelo menos segunda ordem e o operador L de Sturm-Liouville 


então 
uL(v) — vL(u) = [p(uv! — vu)]' (252) 


Demonstração. 


[o(uv! — vu] = p'(uv — vu) + p(uv — vu” 


= p'uv — p'vu +pu'v' + puv” — po'u! — pvu 


= p'uv! — p'vu! + puv” — puu” (253) 


ul(v) — vL(u) = u(pv)' + ugv — v(pu — vqu 


m 


= p'uv' + puv” — p'vu! — puu (254) 


Comparando ambas as expressões (253) e (254), concluímos que 


ul(v) — vL(u) = [p(uv! — vu) 


E 
Aplicando o teorema (4.7) às funções v; e vo do teorema (4.6), obtemos 
[plvrva — vavi)] = wL(va) — vaL(vi) 
[p-dtW(w,v5)] =0 
o que implica 
p(x) - det W (ur, va)(x:) = c (255) 


Como a função p(x) é positiva em todo o intervalo [a,b] e o determinante da 
wronskiana de v e vz nunca é zero em [a, b], segue que c £ 0. 
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Daqui em diante vamos adotar a convenção de que o símbolo W (vi, v>)(x) 
pode ser equivalentemente definido como o determinante da wronskiana: 


W(vi, vz)(x) = (x )us(a) — vala or (a) 


assim convenientemente podemos omitir o símbolo de determinante quando 
mencionarmos a wronskiana. Também vamos considerar W (x) por padrão como 
sendo a wronskiana das soluções v; e vs da equação homogênea. Por exemplo, 
em um caso particular de (255), temos p(c)W (a) = p(b)W(b). 

Agora seja G(x,s) a função de Green que satisfaz 


Tó) [ó) 
LlG(a,8)) = se (Po) peGlass) ) + aloja) = dl) (256) 
com as condições de contorno 


aG(a, s) E BiGala, 8) = (ou; 81) f (0; 0) (257) 
asG(b,s) + BoGa(b,s) =0 (02:05) £(0;0) (258) 


onde L, é o operador de Sturm-Liouville com as derivadas relacionadas à variável 
a e Gy é a derivada de G em relação a x. Dessa forma, G é contínua nos inter- 
valos [a,s) e (s,b]. 

Sabemos que a função vi (x) satisfaz 


ayvi(a) + Brvi(a) = 0 (259) 


Restringindo o domínio de x ao intervalo [a,s), onde ô(xz — s) = 0, podemos 
unir (257) e (259) em uma única expressão matricial: 


vi(a) vi(a) DO Ee sa A PR 

G(a, s) Ga (a, s) Br = 0 
Como (01:81)  (0;0), segue que essa equação matricial tem mais de uma 
solução, sugerindo que 


ou equivalentemente 
W(w,G)(a) =0 


Como a wronskiana é nula em x = a enquanto que v; e G são duas soluções 
da mesma EDO homogênea no mesmo intervalo, pelo teorema (1.42) a wrons- 
kiana deve ser identicamente nula no intervalo [a, s), indicando que, pelo teo- 
rema (1.43), vi(x:) e G(x, s) só diferem de uma constante (em relação a x) di(s) 
no intervalo [a, s): 


G(x,s)=di(s)ju(z) se xeEla,s) (260) 
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O raciocínio é análogo para mostrar que 
G(x,s) = do(s)vs(x) se xe(s,b] (261) 


Ainda não sabemos se G é contínua (ou sequer definida) no ponto « = s (ou 
na reta « = s se s não for fixado). Ou pior, a priori não sabemos se existe tal 
função G(x,s) que satisfaça a equação diferencial (256) e simultaneamente as 
condições de contorno (257) e (258). Porém, se existir e ela for contínua, ela 
satisfaz os itens do teorema (4.8). 


Teorema 4.8 (Função de Green do operador de Sturm-Liouville). Seja L o 


operador dado por 
L= g É + 
— de Pd E 


Se existir uma função de Green G(x,s) contínua em [a,b] x [a,b] associada a L 
com as condições de contorno 


aG(a, 8) + BiGa(a, 8) =0 (01; 81) f (0; 0) 
02Gw(b, 5) + B2Gw(b,s)=0 (02:82) £ (0:0) 


e que satisfaz 


Lo(G(a, s)) GE (a = S) 
Então G(x,s) obedecerá as seguintes propriedades: 
1. G(x,s) é simétrica, ou seja, G(s,x) = G(x,s) 


2. Galx,s) possui uma descontinuidade em x =s e 


lim[G(s +e,s)-—-Ga(ls— e, s)]= 6) 


Demonstração. Suponha que a função de Green enunciada exista e seja contínua. 
Seja G(x,t) a função de Green que satisfaz 


LsG(x,t) = O(x — t) 


e também as mesmas condições de contorno de G(x, s). 
Integrando a identidade de Lagrange (252) no intervalo [a, b] e considerando 
u=G(x,s)ev=G(x,t), obtemos 


b 
f G(x, s)L(G(x,t)) — G(x,t)La(G(x,s)) de = 


[p(a)(G(x, )Ga(x,t) — Gl(x, )Galx, s))] (262) 


196 


No primeiro membro, temos 
b 
/ G(x, s)L(G(x,t)) — G(x, )L(G(x,s)) de = 
b 
/ eia Ca)otr=) dE 


b 
No segundo membro da equação (262), temos 


b 


[pla )(G(a, S)G (x, t) o Gta, D)Ga(ã, s))] 


a 


p(b)(G(d, S)Ga(b, t) E G(b, DG (b, s)) —p(a) (G(a, S)Ga (a, t) e G(a, Gs (a, s)) 


Mas segue das condições de contorno que 
G(a,s) Ga(a,s) | [0 | 10 
G(a, t) Ga (a, t) Bi 0 


G(b,s) Ga(b,s) a |. 10 
G(bt) Gilbt) | [Bb | [0 
Mas como (01;81) £ (0;0) e (02:82) £ (0;0), segue que o determinante das 


duas matrizes quadradas é zero, o que implica 


G(a, S)JGe(a,t) — G(a, )Ga(a,s) = 0 
G(b, )Ge(b,t) — G(b,)Ge(b,s) = 0 


ou seja, 


Portanto 
CES)-Gst)=0 


G(t,s) = G(s,t) 


o que prova o segundo item. 
Agora integrando a equação (256) em um intervalo [s — e, s + e] em relação 
a x, com e > 0, obtemos 


HA a (n(cyeG(0.9)) Edta alga) das [oa =Eido 


=—'€, = E 
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s+e 
+[ g(v)G(x,s)dr = 1 (263) 


Agora vamos quebrar a integral em duas e calcular seu valor usando as equações (260) 
e (261): 


po q(x)G(x,s) de = o q()G(a, s) da + AÉ q(v)G(a, 5) de 


3; s s+e 
= da(9) / — alaJu(e)de + do(s) / a(e)va(z) de 


Mas como q(x), vi(x) e va(x) são funções contínuas em [a, b], segue que ambas 
as integrais tendem a zero quando e — 0? e então 


s+e 
lim q(z)G(a,s) de = 0 


€50+ Joe 
Além disso, 


s+e 
= lim [p(s+ JGals+e,s) — p(s— JGals— 6, 8)] 


e 0+ 


lim [p(2)Ga(x, s)] 


e 0+ 


S—E 


= p(s) lim [Ga(s + 6,5) — Gols — 6,8)] 


uma vez que p(x) é contínua em [a,b]. E então o limite da equação (263) se 
torna 
p(s) lim [Gals+es) -Gals—e,s))=1 


e 0+ 


o que significa que o salto da derivada de G(x,s) em x = é 
Jim [Ga(s +6,s)—-Ga(s—e,8)]= p(s) 


Com o auxílio do teorema (4.8), podemos tentar encontrar uma função de 
Green G(x,s) que seja contínua e que satisfaça as condições do problema de 
Sturm. 

Dada a condição de continuidade de G(x,s) em « = s, então segue das 
equações (260) e (261) que 


do(s)va(s) — di(s)vi(s) = 0 
E do salto da descontinuidade de G;(x,s) em « = s, obtemos 


da(s)us(s) = da(s)ui(s) = 5 
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Em formato matricial, podemos unir ambas as equações: 


essa) em 


Como a matriz quadrada de (264) é a wronskiana W (va, v1)(s) com —1 mul- 
tiplicando a segunda coluna, segue que seu determinante (usando o axioma da 
homogeneidade (15) e a propriedade 2 da troca de colunas do teorema (1.30)) 
é igual ao determinante da wronskiana W(v,,v>)(s) = W(s), que é diferente 
de zero para qualquer que seja s € [a,b] (conforme já vimos anteriormente). 
Portanto a solução para di(s) e da(s) é única. Isso também significa que a ma- 
triz é inversível e então podemos obter as soluções multiplicando pela inversa à 


esquerda: i : 0 
ES -mo o ella 


que resulta 


Uma vez que o termo p(s)W(s) é constante Vs € [a, b|, podemos substituí-lo por 
pla)W(a). 

E então encontramos uma função de Green deste problema de Sturm, que é 
dada por 


DO sp ada 
a)W(a sa 

G(x,s) = . E di 
6) sea<s<ar<b 


Portanto a solução da EDO não-homogênea L(f) = h (247), escrita na 
forma (234), fica 


b 
fo)= | G(x, s)h(s) ds 
E b 
= Gl, s)h(e) ds + [ G(x, s)h(s) ds 


- e) vils)h(s) ds Salg. E s)h(s) ds 
= onto | vlslh(o)do+ ão | valo)htoja 


onde s < x na primeira integral, «x < s na segunda e W(s) é a wronskiana entre 
as funções vi(s) e va(s). 
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4.4.2 Condições de contorno não-homogêneas 


Uma extensão do problema de Sturm é, dado o operador de Sturm L, encontrar 


a função f que satisfaça à equação diferencial 
Lf=h 
e também às condições de contorno 
fla) + Bfla)=m (01:81) (0:0) 
as f(b) + Baf'(b) = 72. (02:82) £ (0,0) 
Para isso, vamos decompor f em outras duas funções u e w 
f=ut+tuw 


de forma que 
Lw=g Lu=h-g 


e então 
Lf-=-Lu+Lw=h-g+g=h 


(266) 
(267) 


Além disso, u(x) precisa satisfazer as condições de contorno homogêneas (241) 
e (242) enquanto que w(x) é qualquer função duas vezes diferenciável que sa- 


tisfaça as condições não-homogêneas (266) e (267). Isso implica que 


onf(a) + Bif'(a) = oafu(a) + w(a)] + Bilu'(a) + w'(a)] 
= [oyu(a) + Bru'(a)] + [onw(a) + Brw'(a)] 


= 


os f(b) + Ba f'(b) = as tu(b) + w(b)] + Bo[u'(b) + w'(b)] 
= [o2u(b) + Bou'(b)] + [asw(b) + Bow'(b)] 


= 2, 


Do problema com as condições de contorno homogêneas, temos 


b 
u(x) = ! G(e, s)lh(x) - g(a)] de 


ou seja, 


b 
fa) = É G(x, s)lh(x) — g(2)] de + w(2) 


b b 
a Gl, s)h(0) da + ua) — [ G(a, s)g(x) da 


b b 
= Gl, s)h(0) da + ua) — / G(x, s)Lw(x) da 
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4.5 O problema de Sturm-Liouville 
Seja L o operador de Sturm-Liouville dado por 
d d 
p= de (oladão ) tato) 


onde p(x) > 0 e q(x) são funções reais contínuas em [a,b] e p(x) é diferenciável 
em [a,b]. O problema de Sturm-Liouville se trata de encontrar a função u(x) 
assim como os valores À que satisfazem 


L(u(x)) + Ar(a)u(e) =0 Varela, (268) 

e as condições de contorno 
cru(a) + Bru(a) =0 (01:81) £ (0;0) (269) 
aou(b) + Bou'(b) = 0 (02:82) A (0;0) (270) 


onde r(x) > 0 é uma função contínua em [a,b). Ela é denominada de função 
peso e algumas vezes aparece denotada por w(x). 

A função u(x) e os valores À são denominados respectivamente de auto- 
função e autovalores do problema de Sturm-Liouville, pois se definirmos um 
outro operador M dado por 


segue de (268) que 
1 


ra) 
M(u(x)) = Au(x) 


e então u(x) é um autovetor de M assim como À é um autovalor de M. 


L(u(x)) — Au(x) = 0 


4.5.1 Propriedades das autofunções e dos autovalores 


Seja C(a,b) o espaço vetorial das funções reais contínuas que satisfazem as 
condições de contorno (269) e (270). 


Teorema 4.9. Seja À um autovalor do problema de Sturm-Liouville e duas 
autofunções uy e uz associadas ao À, onde Lu + Aruy = Lug + Arug = 0. 
Então qualquer combinação linear de uy e us também é uma autofunção de 
autovalor À. Ou seja, para cada À as autofunções formam um espaço vetorial. 
Além disso, uy e uz são linearmente dependentes. Em outras palavras, esse 
espaço é de dimensão 1. 


Demonstração. Seja us = ayu + açuo. Então 


Lus + Arus = L(aym + azuo) + Ar(ayu + aqu) 
= lL(w) + Aruy] + aslL(us) + Arus] 
=0 
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Além disso, pelas condições de contorno: 


arus(a) + Brur(a) = 


0 
aqua(a) + Brus(a) = O 


No formato matricial, temos 


Es eae o] 

ua(a) us(a) B | 10 

Mas como (01;81) * (0;0), segue que o valor do determinante da matriz, 
u(ajus(a) — ul (a)us(a), é nula. Mas esse também é o determinante da Wrons- 
kiana W (wi, u2)(b). Como u e uz são duas soluções da mesma equação ho- 
mogênea, segue do teorema (1.42) que W(wm,us)(x) =0 Vxe [a,b]. Ou seja, 
pelo teorema (1.43), uy e us são linearmente dependentes, o que implica que a 
dimensão do espaço vetorial das autofunções associadas ao À precisa ser 1. H 


A contrapositiva do teorema (4.9) é que se u e us são duas autofunções line- 
armente independentes, então wu, e uz estão associados a autovalores distintos. 


Teorema 4.10. Os autovalores do problema de Sturm-Liouville são sempre 
reais. 


Demonstração. Seja u(x) uma autofunção do problema de Sturm-Liouville. Por 
definição: 


Lu + Aru =0 
Lu = —Aru 
Analogamente, temos 
Lu = —Aru 
e 


uma vez que a função 7 é real. Sabemos que o operador de Sturm-Liouville L é 
hermitiano, ou seja 

(u, Lu) — (Lu,u) = 0 
Usando a definição do produto interno (243) para o espaço euclidiano C(a, b), 
temos 


b 
É uLu — uluda = 0 


Mas também 


b b 
/ uu — uludz = / u(—Aru) — u(—rAu) dx 


a 


b 
=(A- of |u|?r da 
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o que implica 
b 
fp Nf lu?r de = 0 (271) 


Como u é uma autofunção, então u não é a função identicamente nula, o que 
significa que [ul? > 0. Além disso, a função r é positiva no intervalo [a, b]. Então 
a integral da equação (271) é diferente de zero, o que implica 


A-A=0 
O autovalor À é, portanto, real. E 


Teorema 4.11. Qualquer autofunção u do problema de Sturm-Liouville possui 
semelhanças entre a sua parte real e a parte imaginária, diferindo apenas de 
uma constante. 


Demonstração. Seja u uma autofunção do problema de Sturm-Liouville. Vamos 
decompor em outras duas funções: 


u=Uur+u;i 
Substituindo na equação diferencial (268), obtemos 
Lur + Arur + [Lui + Aru;li=0 Vre [ab 
ou seja, ambas as partes real e imaginária dessa equação são nulas: 


Lu, + Aru, = 0 
Lu;+ Aru; = 0 


Além disso, das condições de contorno temos 


ovu(a) + Bru'(a) = ayun(a) + Bru (a) + [orui(a) + Bru;(a)Ji 
0 = ayun(a) + Brui.(a) + [orui(a) + Brui(a)Ji 


arur(a) + Brui(a) = 0 

oqui(a) + Brui(a) = 0 
Analogamente, 

asur(b) + Bou;.(b) = O 


Isso também significa que u, e u; são soluções da mesma equação diferencial 
com o mesmo autovalor e satisfazem as condições de contorno, o que implica, 
pelo teorema (4.9), que u, e u; são linearmente dependentes. E 


O teorema (4.11) também significa que não há perda de generalidade se su- 
primirmos a parte imaginária das autofunções do problema de Sturm-Liouville. 
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Teorema 4.12 (Ortogonalidade das autofunções). Se w e uz são duas auto- 
funções associadas respectivamente aos autovalores À e À» £ A, então 


/ Oo Ore / dc dg 


Demonstração. Seguindo os mesmos passos da demonstração do teorema (4.10), 
temos 
Lugs =— — Aorus 


Lus — —rAsus 


Da propriedade hermitiana do operador L, temos 
(um, Lupo) — (Lu, us) =0 
b En na 
á usLuo — usLu, de = 0 


Mas também 
b tes b o 
f uLus — uslLu, de = / ui(—Aorus) — us(— rum) da 


a 


b 
= [ Ayruquo E Asruquo da 
a 


b 
= (A = o) [ usuar dy 


o que implica 


b 
(A e o) [ ujuor da = O 


b 
K usuor de = O 


Similarmente, temos (us, Lui) — (Lus,u1) = 0, que acarreta 
b 
/ usuyr de = O 
a 


Note que um outro produto interno pode ser definido de forma que wu, e u2 
sejam ortogonais no sentido usual da álgebra linear: 


Como Às £ Ay, segue que 


b 


(ua (2), us(a)) = [ u(a)us(a)r(a) da (272) 


a 


usando r(x) > 0 como peso. Mas por enquanto continuaremos usando a de- 
finição anterior (243). 
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Teorema 4.13. Se um problema de Sturm-Liouville satisfaz as condições 
Í. q(x)<0, Vrxela,b] 
2. 0181 <0 
3. 282 > 0 

então todos os autovalores À serão positivos. 


Demonstração. Seja u uma autofunção problema de Sturm-Liouville. Do pro- 
duto interno de u com Lu, temos 


b 
(u, Lu) = [ uLu da 


= SR u(—Aru) dx 


b 
= af Jur da 


onde À é o autovalor associado ao autovetor u. 
Mas também, da definição do operador L, temos 


b b b 
[atuar = [ (py d+ f alu|? da 


8 b ; b 
-[ pju'| de+ [ alu|? da 
ú a a 


Igualando as equações e depois multiplicando por —1, chegamos na expressão 


= [puu'] 


b 4 b b 
1 ju?r de = [puu'] + [ phu'P ao — | alu|? da (273) 
a b a a 
Das condições de contorno temos 
ayu(a) = —Byu'(a) (274) 
aru(aju(a) = —Biu'(aju(a)u(a) 
ula)u'(a) = = selu(a)P 
1 
De maneira análoga, podemos obter 
— a 
ulbju'(b) = — o fu(o)|P 
2 
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Do primeiro termo da equação (273), temos 


[puu")| = p(au(a)u'(a) — p(b)ulb)u'(b) 
b 
- E u(b)p(b) — a, lu(a)Pp(a) 


Note que se q585 > 0 (isto é, possuem o mesmo sinal) e q18j < O (sinais 


opostos), então 
a 


>0 (275) 
b 
visto que p(x) > 0 em [a,b]. E se 81 = 0, da equação (274) temos ayu(a) = 0, 
com q £ 0, o que implica u(a) = 0. Analogamente, se 85 = 0, isso resulta em 


u(b) = 0. De qualquer forma, a inequação (275) é satisfeita. 
b 


Sabendo também que o termo / plu'|? dx é sempre positivo, portanto da 


[puu'] 


equação (273) ocorre que 


b b 

f luPras > [ —alul? da (276) 

Como q(x) < 0 Va E [a,b], então ambas as integrais da inequação (276) são 
positivas, no que implica À > 0. E 


4.5.2 A equação integral de Fredholm 


A equação do problema de Sturm-Liouville também pode ser escrito na forma 
Lu = —Aru 


que constitui um problema de Sturm com h(x) = —Ar(a)u(x). Portanto a 
solução desse problema na forma com a função de Green (234) é 


b 
u(x) = af G(x, s)r(sJu(s) ds (277) 
Se fizermos K(x,s) = —G(x, s)r(s), a expressão (277) fica 


b 
u(x) = 1 K(ax, sJu(s) ds (278) 


Essa expressão é denominada de equação integral linear homogênea de Fredholm 
do segundo tipo. 
Podemos definir um operador linear T : C(a,b) +» C(a,b) como 


b 
Tf= -f G(x, s)r(s)f(s) ds (279) 
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onde C(a,b) é o espaço euclidiano das funções reais contínuas em [a,b] e onde 
também está definido o produto interno 


b 
9) = Hi He)o(z)r(a) de 


dessa forma, a equação (278) se torna 


u= ATu 
Tu= qu (280) 
Note ainda que 
b 
Tu = G(x, sjr(s)Ju(s) ds = (G(x,s),u(s)) (281) 


Para encontrarmos as derivadas de Tu, precisaremos do próximo teorema. 


Teorema 4.14. Se F(x,t) é uma função contínua e diferenciável em x e 


f(x) = f rig 


então 


f(x) = / So (0,1) dt+ F(x,a) 


Demonstração. Seja H a função definida pela expressão 


H(a,y) = [ restar 


As derivadas de H são triviais: em relação à variável x usamos a fórmula de 
Leibniz; já para a variável y usamos o teorema fundamental do cálculo: 


9H “ OF 9H 
do) prlutdt o So=F(o) 


Agora seja g(x) uma função contínua e diferenciável e também h(x) = H(x, g(x)). 
Então, pela regra da cadeia: 


"0H de 0H dy 


, . 
ic de de Oy da 
“9H (OH do 
— Or dg da 


g(x) 
as / (0,1) dt+ F(x,g(x))- g'(x) 
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Fazendo g(x) = x, temos h(x) = H(x,«x) = ú F(a,t)dt = f(x) e portanto 


FE / So (041) deita) 


Da equação (279), temos 


(TI)! ao Gala, s)r s) ds + a: G(a, orla — Jf(a — + 
A Ga(x,s) (s) ds — lim G(x, ar(a + fla + e) 


onde o limite foi usado devido a descontinuidade da derivada de Gem v =ss. 
Mas G é contínua nesse ponto, assim como r e f, no que acarreta 


(TI) al Gala, s)r s)ds + G(x,a)r(a) f(a)+ 


“TI = EMC O ORI Ne Cole, syr(s)f(s)d 


Similarmente, temos 


ps Gae(X,S)T s) ds + dim Galx, ar(a — Jf(a — SA 
Picoto s)ds— lim Gu(x, cter(v+oJf(v+e) 
a Gas(a,s)r pigs + f Gaxlx, s)r(s) f(s) ds+ 
r(a) f(x) - Ea Gelx,a— e) —Galx,v-+e)) 
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Usando a expressão (265) da função de Green e a continuidade das funções v1 
e v2, encontramos que 


pede 
dim, Gelr,z—- e) —Galz,r+Ho|= HE) 


e portanto 


r(a) fa) 


Com isso, podemos aplicar o operador L de Sturm-Liouville à função T'f: 


Lu = (pu) +qu=pu” +p'u + qu 


la): [ Guolas yr(o)f dada E ic 
mo | Gola, s)r(s)f(s) ds + p'(x [ou 7,8) s) ds+ 
Piá s)ds+a(a Ei r(s)f(s) ds 


= EUI)= o (x) Gaa(x, 5) + p(2)Ga(x, 5) + a(a)G (a, s)] r(s) f(s) ds+ 


b 
É (1) Gra(a, 8) + p'(2)Ga(a, 5) + a(x)G(x, s)] r(s) (5) ds+ 


x b 
-“UT$) = / Le(G(2,8)) «r(s)f(9) ds + k Lo(G(x, 8) -r(s)f(9) ds + r(m)f(2) 
= r(e)f(8) 


uma vez que a função de Green obedece a relação (235). Ou seja, para qualquer 
f contínua em [a, b], temos 


LT$) = —r(a)f(a) (282) 


Além disso, dada duas funções reais f e g do espaço C(a,b), temos que o 
produto interno real de f com T'g é 


(L Tg) = [ te 


If —G(z, syr(s)g(s) ds| r(x) dz 
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Uma vez que G(x,s) e r são funções contínuas em [a, b], então podemos escrever 
a última equação como 


b pb 

479=- | ij G(x,s)f(x)r(a)r(s)g(s) ds da 
bd qb 

--[ / G(s,x)f(s)r(s)r(a)g(x) da ds 


b 
= / g(x) 
= (17,9) 


uma vez que a superfície de integração é simétrica em x e em s e que G(s,x) = 
G(x,s). Ou seja, T é hermitiano em C(a, b). 
Para avançarmos, precisaremos apresentar algumas definições que serão úteis. 


b 
A —G(x, s)r(s)f(s) ds| r(x) dx 


Definição 4.1. Dado dois espaços euclidianos V e W, uma transformação 
linear T:V +» W é denominado limitada se existe algum M > O global tal que 
satisfaça 

fly <Mfly Vfev 


onde |Tfllwy é a norma de Tf no espaço W e ||flly é a norma de f no espaço 
Além disso, definimos a norma de uma transformação linear limitada T 
como sendo 


[7 = ne [rf fev (283) 


Segue de (283) que para qualquer u E C(a,b), |jull £ 0, temos 
U 
Tal = [r (1) | Arudl< (sup ITA) dl <IT Io (284) 
Il Wfll=1 


Por outro lado, podemos verificar de forma trivial que essa desigualdade também 
se mantém para u = 0. 


Definição 4.2 (Equicontinuidade uniforme de um conjunto infinito de funções). 
Seja Lfnlx)f um conjunto de funções reais contínuas definidas em um intervalo 
1. Ele é dito equicontínuo se para um e > O seja possível encontrar um ô > O 
tal que satisfaça 


lr—y|<ô — |nlz)— Ínlyl<e Vogel 
simultaneamente para todas as escolhas de n. 


Definição 4.3 (Função uniformemente contínua). Uma função real f definida 
em um intervalo 1 é dita uniformemente contínua se dado e > O existir um 
ô>0 tal que satisfaça 


lr—-y|<ô — |Ha)—- Hyl<e Veyel 
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Note que o ô das definições (4.2) e (4.3) são globais (análogo ao N usado na 
definição de convergência uniforme de sequência de funções, (2.9)). 

Além disso, segue que qualquer função f, de um conjunto equicontínuo em 
um intervalo 1 é uniformemente contínua em T. 

Uma função contínua em um intervalo 1 não necessariamente é uniforme- 
mente contínua nesse mesmo intervalo. À primeira diz respeito às variações da 
imagem ao redor de um ponto do domínio, e ser contínua nesse intervalo signi- 
fica que em todos os pontos desse intervalo não há descontinuidades. Por outro 
lado, a continuidade uniforme requer que, além da função ser contínua em T, 
a função tenha variações da sua imagem limitadas globalmente (e por isso uni- 
forme) em todos subintervalos [x,y| C 1 de tamanho limitado por ó. Portanto 
essa é uma definição mais exigente de continuidade. 


Exemplo 4.2 (Função contínua mas não uniformemente contínua). Seja f(x) = 
— definida em um intervalo (0,a]. Sabemos que f não tem descontinuidades 


nesse intervalo. Entretanto, dado um e > 0 eum 6 > 0, escolhendo um y < 6 


1 / ô 
tal que O <y < % * também x = y+ 2 temos 
€ 


õ õ 
Ry=sou=|G| Sê 


2 
porém 
Ho) 10ml=|5-5| 
rdios cd 
= yv+2 y 
2 1 
= ms 
|2y-—-2y—d 
o so | 
=» —ô 
o E] 
= o 
 Qyu+oôy 


Mas como y < 6, temos 2y+ô < 36, no que implica 


ô ô 1 
HO -SWl= rg 3 > 


1 1 
uma vez quey< — — €< o. 
3€ 3y 


Portanto f não é uniformemente contínua em (0,al. 
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Exemplo 4.3 (Continuidade uniforme e intervalos limitados fechados). Sejam 
f:R5R fo) = 202 eg: [11] [0,1),g(x) = «2. Embora ambas as 
funções f eg sejam contínuas em todo o seu domínio, apenas g é uniformemente 


ô 
contínua. Dado umne>0, vyeRex=y+ 3 (que implica |z — y| < 6), temos 


eo) = H(ml=|f(1+5) = 10) 


2 52 
2 2 
presa + — o) — — — 
y 94 + 4 y 
62 
=. d+ — 
Ea 


Qualquer y suficientemente grande fará | f(x) — f(y)| superar e, o que não é o 
caso para a função g. 


Um intervalo limitado fechado é um exemplo de espaço compacto. O exem- 
plo (4.3) é um caso particular do próximo teorema: 


Teorema 4.15 (Continuidade uniforme e espaços compactos). Se f é uma 
função real contínua definida em um espaço compacto X, então f é uniforme- 
mente contínua em X. 


A demonstração do teorema (4.15) está no capítulo 7, 5? seção, página 191, 
enunciado no Teorema 17 da referência. [7]. 

Como a função de Green é uma função contínua definida em um espaço 
compacto [a,b] x [a,b], segue do teorema (4.15) que G(x,s) é uniformemente 
contínua em [a,b] x [a, b). 


Definição 4.4 (Conjunto uniformemente limitado). Seja B um conjunto de 
funções reais contínuas definidas em um intervalo T. Ele é dito uniformemente 
limitado se existir algum M > O tal que 


|Ha)<M 
simultaneamente Yx ET, evfeB. 


Z 


Teorema 4.16. O conjunto das funções (Tu) comu E C(a,b) e ul < 1 é 
equicontínuo e uniformemente limitado. 


Demonstração. Da equação (281), temos 


[Tu] = 4G(x, 8), u(s)| < |G(x, s))) - Ie 


onde a desigualdade de Cauchy-Schwarz foi usado na última inequação. 
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b 
Como G(x, s) e r(a) são duas funções contínuas, o valor ||G(x, s)||? = j Gº(x, s)r(x) de 


existe e é finito, o que significa que existe algum M > 0 tal que Vzx € [a, b]: 


b 
! Ga, s)r(x)de< M*(b-a) = IG(z,s)ll<Mvb-—a 


ou seja, 
Tul<Mvb-a-lul VueC(a,b) (285) 
e no caso |ul| < 1: 


[Tul<Mvb—a 


o que significa que o conjunto (Tu) é uniformemente limitado. 
Uma vez que a função de Green G(x, s) é uniformemente contínua no retângulo 
[a,b] x [a, b], então dado e > O existe um ô > 0 tal que 


Ve,yela,b), |u—-y)<ô = |G(x,s) -G(y,s))<e VYsela,b 
Visto que r,u E C(a,b), ambas as funções r e u são limitadas em [a,b] e portanto 


existe um M > O tal que |r(s)u(s)) < M, Vse[a,b). Além disso, x — y| < 6 
implica 


b b 
Tu(a)) — Pluly))| = - G(x, s)r(s)u(s) ds +[ G(y, s)r(s)u(s) ds 
b 


| (0.5) - G(u.s)ro)u(o) as 


b 

< | IG(r,5)-Glys)l: Irls)uls)las 
b 

<[ e-lr(s)u(s)| ds 


b 
<ef M ds 
<eM(b-a) 


com € > 0 arbitrário. Logo o conjunto (Tu) é equicontínuo. 
E 


Teorema 4.17. Dado u E C(a,b) com jul = 1 e o operador T definido pela 
expressão (279), a norma de T pode ser dada por 


IPI = sup | 
[e 


(Tu, u) | 


A demonstração desse teorema está no apêndice (E.1). 
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Teorema 4.18 (Teorema de Ascolí-Arzela). Se um conjunto de funções reais 
f:la,b|» R é uniformemente limitado e equicontínuo em [a,b], então existe 
algum subconjunto E fn(x)+ cuja seguência converge uniformemente para uma 
função contínua f(x). 


O teorema anterior (4.18) é na verdade um corolário do teorema de Ascolí- 
Arzela, mas devido à sua grande importância e aplicação, em alguns textos 
também leva o nome de teorema. A demonstração do teorema e do seu co- 
rolário (4.18) estão nas páginas 30 a 33 da referência [8]. 


Teorema 4.19. Ou ||T|| ou —||T|| são autovalores de T. 


A demonstração do teorema (4.19) está no apêndice (F.1). 


4.5.3 A relação de completude das autofunções 


Seja Yo a autofunção associada ao autovalor jo = ||T|| tal que 


Tyo = topo (286) 


Po 
gol 

Gi(x,s) = G(x,s) + Hovo(z) o(s) 
e o operador Ti: C(a,b) + C(a,b): 


e seja a função vo = - Defina também 


b 
Tue) = [ Gio, s)r(o)uls)as 
b 
pie / Cla Ennio dn da o do 


b b 
e 2 ) G(e, s)r(s)u(s) ds — poto(z) k vo(s)u(s)r(s) ds 
= Tu — uoyo(x) (Vo, u) (287) 


A função Gi(x,s) também é contínua em [a,b] x [a,b] e simétrica nesse 
espaço, assim como G(x,s). Ou seja, T; herda a característica hermitiana e os 
teoremas (4.16), (4.17) e (4.19) também se aplicam para 74. Se ||T1|| £ 0, então 
podemos definir 4 como sendo 


la | = 71) =. Mu,u], ue C(a,b) 
ul|=1 


ul) 


com ty £ O e que, pelo teorema (4.19), existe uma autofunção 4 tal que 


Tyr =tyr 
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Agora seja yj = Tal! Então | 2 = (Yoyo) = 1 e 
(Tu, bo) = (Tu — uoyo(x) (Vo, u) ; bo) 
— (Tu,bo) — (uovo(x) (vo, u) , bo) 
= (u, Tito) — Ho (vo; u) . (vo; vo) 
tio fu, Po) — pro (u, bo) 
(0) 


onde foi usada a relação (286) e o fato do operador T' ser hermitiano. Ou seja, 
a imagem de T é ortogonal à função hp. Daí também temos 


0 = (Ty vo = taty vo) = (Wuvo) =0 
Isso também significa que, da equação (287), temos 


Tyr = Tibr — bolx) - o (bo, Yr) 
gata = Tb 


ou seja, 4) também é uma autofunção de T. Além disso: 
[Pal = uy) = [um]: bi] = [pa] 
e também ||7/1|| < ||7|| = |po|, no que implica 
Ita] < Ipol 
Analogamente podemos definir uma função Ga(x,s) como 


Go(x,s) = Gi(x,5) + pyn(x)ybi(s) 


= G(a, 8) e >, Un bn(x)Pn(s) 


n=0 


e um operador T% 
To(u(x)) = Tiu — urtn(x) (by, u) 


= Tu — Ds» Baba) (Ya u) 


n=0 
para descobrir a existência de um terceiro autovalor |, de T de onde 
uz] = sup | (Tou, u)| 


Ilull=1 


Ita] < [ga | < |pto] 
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assim como sua respectiva autofunção associada 1), de norma 1 que é ortogonal a 
ambos 1); e yo. Podemos repetir esse processo até encontrarmos algum operador 
Tm tal que ||Tm || = 0, no que implicaria |um| = 0 e um = O. Ou seja, Ym seria 
a última autofunção de T na lista decrescente dos módulos dos autovalores. 
Entretanto, se esse for o caso, temos 


m-—l 


L(umu) RR (5 (Yo, u) LgunYn (x) 
0 = —ru — (bm, u) LTWnlx) 


0=-ru+ (ba, u) TrYn(a) 


onde foi usada a relação (282). Como r(x) > O em [a, b], podemos dividi-lo em 
ambos os lados da equação e então chegarmos na expressão 


(a) = 55 (ns) bn(2) (288) 


N 


Note que (288) se assemelha à equação (31) da projeção de um elemento de 
um espaço euclidiano em um subespaço. Isto é, a equação (288) nos diz que 
qualquer u de C(a,b) pode ser escrito como combinação linear de um conjunto 
ortonormal finito (vo,...,Ym-1+. Entretanto C(a,b) é de dimensão infinita e 
isso, portanto, não pode ser verdade, o que implica que não é possível encontrar 
um operador Tm tal que ||Tm || = 0. Em outras palavras, podemos obter infinitos 
autovalores cujo módulo é diferente de zero. Isso culmina no teorema a seguir: 


Teorema 4.20. O operador T definido pela expressão (279) possui infinitas 
autofunções ortonormais em C(a,b). 


Apesar de podermos encontrar autovalores com módulos cada vez menores 
mas nunca nulos, ainda não há certeza se O é o ínfimo desses módulos. Se esse 
for o caso, o procedimento usado para chegarmos na equação (288) dá indícios 
de que 


(0,0) 


u(a) = 55 (ms) dal) Yu E C(a,b) (289) 


n=0 
Para podermos provar essa expressão, precisaremos nos ocupar do próximo te- 
orema. 


Teorema 4.21. Dada qualquer função u E C(a,b), a série infinita S* (Ya, u) Yn 
converge uniformemente em [a,b] para uma função contínua, que é Tu. 
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Demonstração. Da equação (281), temos que Yn < O: 
(Ga, 8), Yn) = Tyn(x) Gr. Un nl) 


Com isso, a desigualdade de Bessel (1.14) nos diz que 


m 


> cx, 8), yn)|P < |o(x, s)| 


n=0 


m b 
3 ulyn(a)P < K Ie(e,8)Pr(s) ds 
n=0 ás 


para todo «x em [a,b] e para todo m > 0. Multiplicando ambos os lados por r(x:) 
e integrando em relação a x no intervalo [a, b], obtemos 


i De sba(o)Pr(o) da < / / “IG (2,5) Pr(s)r() dedo 
4 n=0 a Ja 


Vu a bn) Pra) da < JA f M?r(s)r(x) ds dz 


Do ualbn(m)]Ê < M2R?(b — a)? 
n=0 


m 
Sê < MR) 
n=0 
onde M = max(G(x,s), (x,s) E [a,b] x [a,b]) e R é um valor tal que R > r(x), 
Va € [a,b], uma vez que r(x) > O é contínua e portanto limitada. Como a 
expressão é válida Ym > 0, podemos fazer m > oo e verificar que a série 
infinita de termos positivos 
oo 
Sm 
n=0 


é limitada superiormente por M2R2(b — a)2. Ou seja, o teorema (2.7) garante 
que essa série converge. E por essa causa, o teorema (2.6) garante que, como 
condição necessária 


lim u2 =0 
n—o00 
Jim Jum] = 0 (290) 


Agora, da equação (284), temos 


Tu = 5D ti (bas) ba(o)]| = Tn 
< all 
< Iyiml Itu 
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e portanto, devido à relação (290): 


m—l 


Tu — se Un (Uno U) Un(x) 


n=0 


> 0 quando m>o00 (291) 


Além disso, da linearidade de T, com m > I, temos 


r > (u, Un) bn | = E Um QU, Yn) Yn 
n=3 n=j 
mas da equação (285): 
T(S (ut) ||<MvVd-a | (u, bn) Yn 
n=3 n=) 
Ddim (4, bn) Un <Mvb-a: > (um) Un 
n=j n=) 


Já a norma da última expressão pode ser simplificada usando a equação (22): 


1/2 
m 


Do (un) Ym = Do (us bm) É 


n=5 
e portanto 
m a 1/2 
Dim (us bm) bn] <M vb a [5 us bo) 
n=5 n=j 
Mas a desigualdade de Bessel (1.14) afirma que 
Dou, ym)|P < |ulPeR (292) 
n=0 


e consequentemente, fazendo m — oo, existe um J tal que V) > J 
1/2 


Ra (u, bn)? < €9 
n=9 


Isso significa que 


(6,0) 


j>J — [5 tim (tu, ba) Pa) <e (293) 


n=9 
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onde e = Megvb— a. Agora vamos denotar a soma parcial s;(x) como sendo 


= Dum Un) 


Então podemos reescrever a proposição (293) como sendo 
j>J => I|sji(x)-— s(x)|< e (294) 


onde s(x) = 0. Essa é exatamente a definição de convergência uniforme (2.9). 
E como da equação (291) temos 


m—l 


Tu — >», Un (bn, U DUnla = Dum Yn) 


n=0 


com ) =m e o segundo membro converge uniformemente, segue que 


o tin (Uns U) Un(x) (295) 


n=0 
converge uniformemente para uma função contínua, que é (Tu)(a). E 


Mas isso também implica 


[6,0] 


LTu = e (Ya, u) L(unbnla)) 
n=0 


—ru = > (Uns u) LTyn(m) 
n=0 


E Pe -3, (Pro u) Tbnla) 


n=0 


Dividindo ambos os lados por —r, chegamos à expressão 


u(2) = 5 (Yao) Pala) (296) 
n=0 
Da equação (280), vimos que 
Tu = qu 


e portanto os autovalores do problema de Sturm-Liouville estão relacionados 
com os autovalores de T por 


Como |tm| tende a zero quando n — oo, segue que |À,| — o0 quando n > oo. 
Ou seja, os autovalores do problema de Sturm-Liouville podem ser rearranjados 
da seguinte forma: 

Ao <A <Ag<... 


enquanto que as autofunções do problema de Sturm-Liouville são as mesmas 
autofunções de 7. 

Por esse motivo, a equação (296) é denominada de expansão em autofunções 
do problema de Sturm-Liouville. 

Além disso, segue do teorema (4.21) que 


(Tu)(z) => = (Um, U) Únla) 
n=0 "7 
fo 0) 1 b 
= — | bil)bnla)r(s)u(s) ds 


b [oo 
E / D cetotate CRE 
À |n=0 E 


Mas também, por definição 


b 
(Tu)(x) = -[ G(x, s)r(s)u(s) ds 


Comparando ambas as expressões e sabendo que a função de Green G(x,s) 
é única dada as condições de contorno e a inexistência de autovalores nulos, 
chegamos à conclusão que 


Glzs)=-5, inlonnto) (297) 
n=0 já 


Isso significa que podemos obter a função de Green por meio das autofunções 
de T, que são as mesmas autofunções do problema de Sturm-Liouville. A 
equação (297) também é conhecida como fórmula de Mercer. 

A relação de completude (296) também é válida no espaço L2(a,b) das 
funções quadrado integráveis no intervalo [a,b]. A demonstração está no te- 
orema 2.28 da referência [9]. 


4.5.4 O problema singular de Sturm-Liouville 


Em alguns problemas, a função p(x) pode se anular em x = a, emz =bou 
ambos. Esse é a situação das equações diferenciais de Legendre (298) e de Bessel 
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esférica (299) 


e (a E) EM = 0 vei (298) 
e (5) FOI +D)f(r)=0 xe [0,0] (299) 
(300) 
Nesse caso, temos que da equação (244): 
b 
(1,9) — (f L(9)) = [f'pg — fp9]| =0 (301) 


desde que os limites de f e g existam e sejam finitos em «= a cem x =b. No 
caso particular da função de Bessel esférica, é requisito que f(b) = O. Nessas 
circunstâncias, o operador de Sturm-Liouville continua hermitiano em Ca, b). 

Além disso, também há a possibilidade do intervalo trabalhado ser infinito, 
como por exemplo todo o eixo real. Esse é o caso da equação diferencial do 
oscilador harmônico quântico (302) e do átomo de hidrogênio (303): 


fo) +A-2]f(x)=0 2€ (—c0,+00) (302) 


d d, 
E (25) +Dr-2 + D]f(x)=0 zeE[0,00) (303) 
Nesses casos, uma condição suficiente para que a expressão (301) seja válida é 
que Vr(a)u(a) — O quando |x| > oo. 

Um tratamento rigoroso sobre esses e outros resultados da teoria de Sturm- 
Liouville para os problemas singulares pode ser visto na referência [10]. 
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5 O oscilador harmônico quântico 


Vimos na seção (3.3) que se U(x) é uma função analítica com mínimo local em 
x = x e que representa o potencial de um sistema físico, então podemos fazer 
uma aproximação de Taylor centrada em xo tal que 


toi SU"(00) Ea (304) 


para todo x próximo o suficiente de x9. Esse é o potencial do oscilador harmônico 
clássico, onde U" (x9) representa a constante de elasticidade da mola. 

O que difere o oscilador clássico do quântico é que esse potencial é aplicado 
em leis de movimento completamente diferentes: no clássico, o potencial é usado 
com a lei de Newton (ou equivalentemente as leis da mecânica lagrangiana ou 
hamiltoniana); já no problema quântico, é usado a equação de Schródinger . As 
equações diferenciais que resultam são diferentes e, portanto, as soluções desses 
dois problemas também são distintas uma da outra. 

Ao definir a frequência angular como 


onde k é a constante de elasticidade da mola e m é a massa constante atrelada 
a ela, obtemos 


k = mw? 


e portanto podemos reescrever o potencial como 
La 2 
U(a) = amu (x — x0) 
Colocando esse potencial na equação de Schródinger independente do tempo 
h2 


8" (2) + [U(2) — E)W(a) = 0 (305) 


teremos a equação diferencial 


2mE mm? 
Vº(r — x9) 4 Fê Fê w2(x co V(zx—-x9)=0 
sms Ez ; : mw 
Substituindo x por uma variável adimensional € = x — x0) e usando a 
regra da cadeia, a equação diferencial anterior se torna 
H” 2 2E 
vi) +[K-E] W(£8)=0 onde K= o (306) 


Quando & é muito grande comparado à constante K, podemos desprezar K 
e então ficamos com 
V(a) = (6) (307) 
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Quando Ge é muito maior que K, vimos que a solução da equação se comporta 
como e2º, pois 

2 
E Ag (2A + 4226?) ME 


de? 
Mas como é? é muito grande, podemos desprezar o termo 2 e concluir que 
E e ; 
E NZEZ AE 
de2 é ” 4 É e 
Para se assemelhar à equação diferencial (307), fazemos 4A2 = 1, ou então 
1 1 1 
A=+> Ao =—> Ay == 
2 ao RE 


A solução da equação diferencial (306) que estamos procurando precisa, então, 
convergir para a solução 


V(£) = ANE 4 Bené 


quando & >> K. Para que a solução Y(£) seja quadrado integrável de —oo 
a 00, é condição necessária que W(é) tenda a zero em +oo ou —oo, o que só 
acontece se fizermos B = 0. 

Isso nos diz que 


Ve) = Hg = (ge E (308) 
para alguma função f(€). Derivando (308) duas vezes, obtemos 
T'(E) = Do (ge + ANge f (ge 42. 206 f (ENE + (Ee 
= [(4N3E? + 210) FE) + 2: 2208 (E) + 1 (8)] E 
Substituindo W(£) e W(£) em (306), obtemos 


[(4NE? + Do) F(E) + 2 - 2M0E F! (E) + 1 (E)] É = [82 — E] f (ae of 


(458? + 2h0) FE) + 2: 2A0E F (E) + FE) = [E — KI F(E) 
Logo 


0= 16) + MoES'(E) + [DRE = E + K + 20] FE) 
= 10 + Ef (O) + [E E ++ DO] HO) 
= (6) + AE SE) + (K + 230) 1 (8) (309) 


Sabemos que 
1 
4 =—4:==—2 e 2à0 =-—1 


2 
e portanto a equação diferencial se torna 
fe) — 28 FG) + (K — DIE =0 (310) 
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Dado que as funções coeficientes —2€ e K — 1 são analíticas em R, segue que 
existem duas soluções analíticas linearmente independentes da equação diferen- 
cial (310). Ou seja, podemos escrever 


fe=D ng" (311) 
n=0 
Derivando a última equação uma, duas vezes e substituindo em (310), obtemos 
Sn +2)(n+ Danço +(-2n 4 K — Dan] €" =0 
n=0 


Visto que os monômios é” são linearmente independentes e o somatório é zero, 
então o termo entre colchetes precisa ser nulo para todo n > O: 


(n+2(n+ Dano +(-2n+K — Da, =0 
no que resulta 
(Qn+H1— Ka 
(n +2)(n + 1) 
que é a relação de recorrência para os termos q. 


Usando o princípio da indução, podemos provar que os coeficientes a, da 
solução são dados por 


(312) 


An+2 = 


Am = Emi 4 + 0-5) se n>1 (313) 
Ad 
—-1 
ADsIARE E úsg+3)-K) se nz1 (314) 


Como vimos anteriormente, essa sequência pode ser aproximada por uma 
. 2 ê 
exponencial ef de maneira que 


V(g) = Hg) 2 ms Cote EU x Cefif? 


que produz uma função que não é normalizável. 

Porém W(£) precisa ser quadrado integrável, e para isso acontecer é preciso 
que o somatório em (311) tenha finitos termos, uma vez que os coeficientes a, 
fazem a função explodir em +oo e em —oco. Daí segue que é necessário que 
2N+1-K = 0 para algum N > O para que os termos seguintes se anulem, 
além de impor ay = 0 ou a; = 0 se N for ímpar ou par respectivamente. Isso 
pode ser visto na seguinte equação: 


Hé) = e Ang” = e Gon E?” + se Maga 
n=0 n=0 n=0 
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O termo as, possui dependência da constante ay enquanto que o valor de aon+1 
depende de a). Se2N +1- K = 0 para um N par, isso significa que, da relação 
de recorrência (312), a série dos coeficientes pares as, será truncada, mas a série 
dos coeficientes ímpares continua tendendo a uma exponencial. Isso pode ser 
evitado fazendo ay = 0. O procedimento é análogo se 2N +1 — K = Q para um 
N ímpar. 

A expressão 2N +1 — K = 0 implica 


2N+1=K 
— 2En 
“hu 


2 


ou seja, a energia não pode ter qualquer valor e, portanto, é quantizada. 
Quando N = 0, fazemos a, = 0 e então 


Evo (N+5) 


0 
2 2 
Vo(6) = > e 
n=0 


Para N = 1, impomos ag = O e 
É 2 2 
Vi (£) = DE ançre /2 = ate /2 
n=0 


Por conveniência, vamos multiplicar cada solução particular por 2, de forma 
que 
2 
Vi (E) = 2aée E 12 


Para obtermos as demais soluções, basta usar a relação de recorrência para 


expressar a2, 43, 44,... em termos de ag ou ay: 
Vo(é) = (48? -9e E? 
Va(6) = —(8€º = 126)67*/2 
Va(é) — To (166! 48€? 12)e-É/2 
Vs(€) El (3265 — 16062 120)e E /2 


120 
Os termos entre parênteses de cada solução particular são os polinômios de 
Hermite. 

A solução geral da equação de Schródinger independente do tempo do osci- 
lador harmônico quântico é, portanto, a somatória das soluções particulares: 


W(6) = RE) e (315) 
n=0 
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onde H, é o polinômio de Hermite de grau n e os valores c, são coeficientes 
arbitrários. 
Por outro lado, fazendo p(£) = 1 no problema de Sturm-Liouville, obtemos 


Lu + Aru = (pu) + qu+ Aru 
=u" + [g+ Arlu 


e como Lu + Aru = 0, temos a equação diferencial 
u” + [q + Arju = 0 


Fazendo r(£) = 1 e a(£) = —£2, chegamos na expressão (306), que é a EDO do 
oscilador harmônico quântico 


u()+[A-E]u(g)=0 onde A=K=2n+1 n>O0 (316) 
As autofunções são 
2 
un(€) = dn Hn(6)e "8 1º (317) 
onde as constantes d, precisam ser escolhidas de modo que |/un|| = 1 Yn. Para 


isso, podemos usar o fato de que 
f His) ds =WnlvT (318) 


A demonstração da relação (318) está no apêndice (G.1). 
Note que 


lim (Oun(ó)= lim daH(ge 2 =0 


o que significa que podemos usar os resultados da teoria de Sturm-Liouville para 
essas autofunções um. 
Observando (318) e sabendo que 


iu ||? = [ AR H2(s)e ds =d (Mnlym)=1 


concluímos que 
d2 = patos: 
?. 2ºnl/z 
A relação de completude dessas autofunções nos diz que se g é uma função 
quadrado integrável em todo o R (isto é, pertence a L2), então 


[0,0] 


(6) => (um, 9) Un (E) (319) 


n=0 


onde 


Agora vamos considerar por exemplo g(£) = h(g)e 2, onde h(£) é uma 
função que torne g(é) quadrado integrável em todo o R, como por exemplo 
um polinômio ou uma função limitada. Substituindo a autofunção em (319), 
obtemos 


(6,0) 


h(g)e É = SO (um, (ge 2) da Ha(g)e 2 


n=0 


E D (/. dnHn(s)e 2 h(s)e 2 ds) int) eEI? 


— 00 


= > (a: K o h(s)Hn(s)e ds) 18) ER de 


n=0 aee 


Comparando a última expressão com (315), em especial o termo entre parênteses, 
chegamos à conclusão que a escolha 


I 


(5) ds (320) 


Cn =— 


1 
2"n!/m 


fará a solução geral W(£) em (315) convergir uniformemente para h(£)e 
todo o R. 


2 
—sº/2 em 


Exemplo 5.1. Para a função h(£) = &, temos 


a 8? na” =: 
Co =— e A sS)Ho( s)e ds = =[.s ds =0 


—s gds = 
Cj — uz / sS)Hh( (s)e = [2 ds =" 
c2 = se | s)Ho(s)e é “as= = [4 “(48º -9e* ds=0 


2 Ed ad ERA Eq . 
Como e* é uma função par, s2Hn(s) é ímpar quando n é par e o intervalo de 
integração é simétrico no eixo real, segue que todos os coeficientes pares com são 
nulos. 


1 se —s2 = —s2 =: A: 
ca = mi |. h(s)Ha(s)e * ds= ma “(85º — 12s)e”* ds = 8 


E ii ii 
cs = ma /.. h(s)Hs(s)e * ds 
—s2 o 
- 7 /..* (328º — 1605? + 1205)e”* ds =0 
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1 oo 
Tm a E (12857 — 13445º + 336052 — 16805)” ds = 0 


Ego H S*(5125º — 921657 + 483845º — 806405? + 302405)e* ds = 0 


Note que todos os coeficientes após cg são aparentam ser nulos, e isso é verdade 
pois 


N S*Ha(s)e ds=0 se k<n (321) 


—00 


A demonstração de (321) está no apêndice (G.2). 
Finalmente, temos que 


W(g) = D RE) eta 
n=0 
= [e.H (6) + caHa(6)] e? 
1 2 
- [509 + (8 129) 6! 
4 8 
= |8ey Legem)- Celere? 
- [t+ que) Seje 
Es Be E? 
Note que o resultado coincidiu totalmente com a função h(g)e 12 uma vez que 


h(£) = €& pertence ao espaço gerado pelos polinômios de Hermite (que no caso 
é o espaço de todos os polinômios). O gráfico de V(€) está na figura (7). 


Sabendo que 
mw 
E = 4 (r — %0) 


então a solução da equação diferencial 


9mE m? 
h2 h2 


Vº(r — xo) + | w2(x co] V(z— xo)=0 (322) 


é dada por 


vt) = ( E) (ec sates( (22) e co) 


Para que V(x) se torne uma solução física (isto é, descreva o comportamento 
de uma partícula) é necessário normalizá-la multiplicando por alguma constante 
de forma que V(x) satisfaça 


E [W(a) da =1 


—00 
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WE) 
o 
o 


-0.5 À 


-1.04 


Figura 7: A solução da , equação diferencial do oscilador harmônico quântico 
(não-normalizado) €3e-8”/2 escrita como uma combinação linear de polinômios 
de Hermite com exponencial. 


E 
A função de onda W(x,t) pode ser obtida ao multiplicar W(x) por exp (154) . 


Exemplo 5.2. Para a função h(£) = cos(E), temos 
2 

S)Ho(s)e” ds = PÉ dus 

Co = su) o(sje “ ds = =|. cos(s ds TE 


= sm [Mt s)Hi(s eta = [ cos(s)2se * ds=0 


1 oo = a , e a 
ma h(s)Ho(s)e * ds = ra dê cos(s)(45º-2)e* ds = “5 


C3 = ae [Mt s)Hs(s)e “de= e | cos(s)(8sº — 125)e “ds=0 


—-s2 


Cy =— 


Como e é uma função par, cos(s)Hn(s) é ímpar quando n é ímpar e o in- 
tervalo de integração é simétrico no eixo real, segue que todos os coeficientes 
ímpares con+1 São nulos. 


1 
)(165! — 485º + 19) É ds= —— 
c4 = |. cos(s)(16s 8s“ + 12)e s AVE 
6 4) 2 -s2 q —— 

CG = ma). cos(s) (648º — 480sº + 720sº — 120)e * ds = 
vm 
ve 


eles a cada coeficiente par. Para fins práticos, somente esses seis primeiros 


1 
46080 E 


; ; n : 
Note que os valores das integrais valem no ou — e aparentam oscilar entre 
e 
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coeficientes são suficientes para se aproximar da curva cos(£)e E" /2 conforme 
pode ser visto nas figuras (8) e (9). 
A solução final é dada por 


W(g) = > RO) E 


= > cott(o) e? 


n=0 


=— [coHo(£) + coHo(é) + csHu(£) + coHe(é) +.. .] e&/2 


ne 1 1 2 1 4 2, 
W(é) Ez ayc lt 2) H 384 6 (166 48€ +12) 
1 6 4 Dive -€2 /2 
1608075 (046 480€* + 7206 120) +... e (323) 


A solução da equação diferencial (322) é obtida ao substituir a variável adi- 


mensional 
é = 1/ “ta — Lo) 


em (323). E para tornar a solução matemática uma solução física, é necessário 
normalização. 
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1.0 


0.8 


0.6 


W(E) 


0.4 


0.2 


0.0 


Figura 8: A solução da equação diferencial do oscilador harmônico quântico 
(não-normalizado) convergindo uniformemente para cos(£ Je 2 como uma 
combinação linear de polinômios de Hermite (até o grau 6) com exponencial. A 
curva roxa é a função para onde V(£) está convergindo uniformemente, ou seja, 
cos(£ Je 2 enquanto as outras são as combinações lineares em convergência. 
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1.000 
0.995 
0.990 

& 0.985 

5 
0.980 
0.975 


0.970 


T T T T T 
—0.08 -—0.06 -—-0.04 —0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 
g 


Figura 9: Visão mais detalhada da convergência uniforme para cos(E)e E! “da 
combinação linear de polinômios de Hermite (até o grau 6) com exponencial. A 
linha vermelha, correspondente ao grau 6, quase coincide com a linha roxa. 
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6  Partícula confinada em um vácuo esférico 


Nesta seção, iremos introduzir os harmônicos esféricos, funções que aparecem 
frequentemente em soluções de equações diferenciais de problemas da física. 

Um desses problemas é a de uma partícula confinada em um vácuo esférico, 
que pode ser descrito pelo potencial 


0 ,se0<r<ro 
-++oo To>a 


Na região dentro da esfera, a equação independente do tempo de Schródinger 
retorna 


h2 
-— Vºp-Ep=0 
2mo 
e portanto a equação diferencial que devemos resolver é 


2mo E 


2 
Vê?) + T2 


b=0 (324) 


ap II (RM, 1 O (ad fa 
o or or)" r2 sin(0) 00 Fin) 00 “smi) d9? 


O objetivo é descobrir quais são os níveis de energia permitidos pelo sistema 
físico. Como min (V(r)+ = 0, o teorema (3.4) garante que os níveis de energia 
precisam ser positivos para que 1) seja normalizável. 


6.1 Separação das variáveis esféricas 
Abrindo as expressões em parênteses da equação (324), obtemos 


10 (5) 1 [rã os 20% ay 


r2 Or “42 or Or? r Or Or? 


or 


RO: E A db sm 
r2 sin(9) 06 (smo55) = r2 sin(0) costa + sin(0) 592 
cot(8) O = 102) 

r2 00 12 062 


Portanto a equação diferencial se torna 


2 0 Í bp | cot(0)db 10%, 1 92h | 2moE 
rôr Or? 2 00 12002 rsim(0)092  h? 


v=0 (325) 


(326) 
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Aplicando separação de variáveis na equação diferencial (325), com w)(r,0,4) = 
R(r)0(0)B(), obtemos 


“rt (Pg) + E (no (oó(9) + CL ro (od (o)+ 


r 
1 1 2moE 
SS ado 0 o” 
2” id r2 sin?(0) Eee ad h2 


R(rO(0)P(9) =0 
Considerando que u(r,0,9) £ O implica R(r) 0, 0(0) £Z0e Pp) £0, 
podemos dividir ambos os lados por R(7)9(0)P() para chegarmos na expressão 


2R'(r) R'(r) cot(0)0'(0) 1 0"(0) 1 d'(o) 2mE - 


Ro) * Ro) T "2 (0) 1700) "avo do) RS! 
Isolando primeiro os termos com a variável q: 
2R'(r) , R'(r) | cot(0) O'(0) EA 1 0(0) A 2mob + 1 D"(9) 
rR(r) Rr) vn o(0) nº 0(0) ho r2sin?(0) P(q) 


Multiplicando ambos os lados por r2 sin? (0), 


; 2R'(r) R'(r) cot(0)0'(0) 107(0) 2moE D"(p) 

2 2 0). = 
fran) (: At) * Ro" 2 00)" Ho * R D(9) 
Como o primeiro membro só possui dependência em 7 e 6 enquanto que o se- 


gundo membro só depende de y, segue que cada membro é igual a uma mesma 
constante Ay: 


io 2R(r)  R'(r) coMo)O(O) 100) 2moB) 
sa (> Rm) * Ro) * 2 00) '200) "RE )-u 
(327) 
É ESORR 
d() ' 


À última expressão é a equação diferencial 
D" (9) = —M Pl) 
Dividindo ambos os lados por sin?(0) em (327), obtemos 


a RC) 
Rtr) 


O'(0) 
o(0) 


0"(0) 2moE ir Ai 
o(9) ho sin?(0) 


H cot(0) 


ma Rº(0) 
Rr) 


2moB »  [6"(0) 
hê (0) 


(o () O 
O(9) — sin?(0) 


+ cot(0) 


234 


ou seja, cada membro é uma constante À»: 


0"(6) O'(6) AM to 

90) + cot(6) (6) — smê(0) = —Às (328) 
R(r)  oR(r)  2mE 

na O ma (829) 


Na expressão (328), vamos multiplicar ambos os lados por O(8) e então obtere- 
mos a equação diferencial 


O"(0) + cot(0)0/(0) + (as se ig) o(9) =0 


E da equação (329) obtemos a última EDO ao multiplicar por R(r): 


2mo E 
2 pê — x R(r)=0 


r2R"(r) + 2rR'(r) + | 


Com isso, temos três equações diferenciais ordinárias: 


D'(p) = —A B() (330) 
O"(0) + cot(0)0/(0) + (a sie a ) o(9) =0 (331) 
sin*(0) 
r2R"(r) + 2rR'(r) + Es — x) R(r)=0 (332) 
6.2 Equação azimutal 
Para a variável y, temos a EDO 
D(p) = —A B() (333) 


Fazendo 6() = e'Y? e encontrando os valores de , encontramos a solução geral 
&(7) =AcENne + B. ein P 


com my = VM ey = -vVM. O fator imaginário i aparece nas exponenciais 
devido ao sinal negativo de (333). 

Como «y denota o ângulo azimutal na função de onda, segue que é preciso 
impor 9(y + 27) = P(y) VÊ E [0,27] como condição de fronteira para que a 
solução seja contínua. 

Considerando primeiramente A, < 0, temos yj = ih e 92 = —iy/|Ail, 


no que resulta 
d(p) = A- e vIMle 4 B.evIMlg 
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Impondo a condição 9(y + 27) = P(y) Vó E [0,27], obtemos 


A expf-v Dale — 27vDulb + B-exp(v Dale +27vDul! = 


A expf- Du] ob + B-expf Pale) 


Dos termos proporcionais a expl il eh, temos 


B.ervbil = B — ervbil =1 


Mas isso só é possível se A = 0, o que não convém ao caso e então A, < O não 
resulta em soluções não-nulas. 

Se A = 0, temos o termo constante 9() = C, que trivialmente obedece às 
condições de contorno. 

Considerando agora A > 0, temos VA ER e 


d(p)=A- eia +B. PRA o 


Analogamente ao caso Ay < 0, a condição de contorno resulta na equação 


eSTiv A =1 


Da identidade de Euler, temos que 


cos(27/M) + isin(27/M) e) (334) 


Note que no primeiro membro aparece um termo real e outro imaginário en- 
quanto que o segundo membro é um número real. Isso significa que 


sim(27/M) =0 => 27/M4 = Zum meZ 


e portanto 
A =— m2 


Note que esse A1,, também satisfaz a parte real da equação (334) e que dentre 
os valores de m inclui o zero, que já aborda o caso B(y) = C. 
A solução geral da EDO (330) que diz respeito a y é, portanto 


Dalp)=A-eMP + Ber” Ymez (335) 


Se m for negativo, obteremos a mesma solução para m positivo, pois as duas 
soluções independentes são o conjugado da outra. Então podemos simplificar o 
resultado para 

Onlp)= AMP YmeZ 


Se em algum problema essas funções representam algo real, como um potencial 
elétrico, precisaríamos transformar essas exponenciais imaginárias em senos e 
cossenos reais usando 4 = B na equação (335). Mas como aqui a intenção é 
descrever uma função de onda 1), iremos deixar a exponencial imaginária por 
conveniência. 
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6.3 Equação de Legendre associada 


Sabendo que A = m?2, com m inteiro, a equação diferencial para O (331) se 
torna 


O"(8) + cot(9)0'(9) + (a Ea a) o(9) =0 (336) 


Dividindo ambos os lados da equação por O(0), obtemos 


1 [ZA , es 
Agora note que 
9"(0) + cot(0)0'(0) = E) [too + cos(0)0'(6) 


Substituindo a última expressão em (337), obtemos 


a (une) 


Fazendo a substituição x = cos(6), temos que 


1 


sin(0)0(9) ão E 


sin?(9) =1- cos(0) = 1 — x? 


da ; 

ao = sin(0) 
d d dz y d 
do =— de-dô =— sin(d) 


do dodrz do. 
do dedo dz 
e a equação diferencial fica 


sin() (a — “e60) 


Multiplicando por O(x), chegamos na expressão 


d STAR m? 
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9(x) =0 (338) 


As soluções da equação diferencial (338) são denominadas de funções associadas 
de Legendre. 
Na forma 


(1 — 23)0"(x) — 270'(x) + | — O(x) = 0 (339) 


l-2z2 


podemos ver que a equação diferencial possui singularidades em x = +1. Então 
iremos precisar do seguinte teorema: 


Teorema 6.1 (Caso inteiro do Teorema de Frobenius). Sejam P(x) e Q(x) 
funções tais que 


º limpo (1 E vo)P(x) = Po € R 
e limpszo(1 — xo)2Q(x) = qo ER 


e que (x — xo)P(x) e (x — xo)2Q(x) sejam funções analíticas no intervalo 
le— xo|< R, com xo sendo um ponto singular regular. 

Se as raízes q, e «2 da equação indicial a(a — 1) + poa + qo = O são tais 
que q, — qo = C, com C inteiro não-negativo, então a equação diferencial 


f(x) + P(m) f(x) + Q(a)fla) =0 


possui soluções duas soluções linearmente independentes fi(x) e fo(x) dadas 
por 


fia) = |e— zo” 3 an(z — xo) 
n=0 


fo(x) = |x — xo)” >, bala — vo)” + Kfi(a) In x — xo] 


n=0 
onde K é uma constante e é igual a 1 sea — as = 0. Ambas convergem em 
jr— xo|<R. 


Na forma 


2x 
1-2 


9" (a) 


Podemos fazer 


2x As m2 


no Ripa : Gn a (1 — q2)2 


para vermos se xy = 1e x, = —1 são singulares regulares nesses pontos. Sabendo 
quel-a2=(1+ax)(1 — x), temos 


2x o 2x 
A-a(I+ar) I+r 


(x — DP(m) = —(2 — 1). 
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que é analítico no intervalo em que |x| < 1, ou seja, em (—1,1). E então 
ep in = en 
Reais e 


Para Q(a), temos 


TONE (a — D(x — 1)As (x — (x — Dm? 
CO acara dFod=aieadio) 
(a — 1)Ãs m? 


(1+a) A+a)(l+a) 


que é analítico no intervalo (—1,1). Portanto 


2 2 


= li ER 1 E — ki =— R 
E Ane Fla) Sd (ED) A+ro)(t+a) 4 
ma? 
Então xo = 1 é um ponto singular regular, com py = 1 e q) = — (5) . Pondo 
esses valores na equação indicial, temos que 
2 
a(a — 1) +a— (5) =0 
2 
+= (8) 
2 
dad m m 
no que implica q, = 5 eq =—— 
Analogamente, para 71 = —1, podemos ver que 
2 
p;i=1€R e n=-€R 


que vão gerar as mesmas soluções para a. 

Como «q —- a) =m> 0 em é um inteiro, devemosusaro caso inteiro do 
teorema de Frobenius. Vamos supor inicialmente que m é não-negativo, pois 
assim os fatores |x — pre ou |x + 2 não divergirão em « = +1. Então a 
primeira solução da equação diferencial (338) para xo = 1 possui uma forma do 
tipo 


fala) =|r-1"2S ente" (340) 
n=0 
epara x; =-l1, 
frs(a) = o +12 S galo +" (341) 
n=0 


Sabemos que ambas as soluções são válidas no intervalo (—1,1). Então segue 
que nesse intervalo 


ju-l=1-r e lx+lj=1+1 
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no que implica 


f(x) = (1- Pt Des (x— 1)" (342) 


oo 
frito) =(1+0)"25 galz+1P (343) 
n=0 
Queremos que ambas as funções sejam idênticas no intervalo (—1,1). Sabe- 
mos que tanto (x — 1)” quanto (x + 1)” são bases que geram o mesmo espaço 
gerado por x”. Então supondo que ambas as séries convergem, podemos rear- 
ranjar os termos de forma que 


fla) = (1-5)2S una? 
n=0 


[6,0] 


Pisa (x) = o! + e >, Ea 
n=0 
para alguns coeficientes um € vn. Isso significa que a solução no intervalo (—1,1) 
tem tanto uma parcela tanto de (1— x)”"/2 quanto de (1 + )”"/2 imbuídas nela. 
Isso nos sugere tentar 


fil)=0-0"PA +! E Ant” = (1 — 2/2 > Ant” 
n=0 


n=0 


onde a, são coeficientes a determinar. Vamos substituir p = 5 por conveniência, 
resultando 


fila) = (1-2?) "ma? 


Suas derivadas são 


fila) = —2xp(1 EPA DO ana? 40-55 maça? FA 


n=0 
Ux) = (=22p(1 — 0º!) so ana” — 2ap(1 — «21 = E 
n=0 n=0 
2xp(1 ad : 5» nana"! + (1 — à E n(n — Dano 
n=0 n=0 
Um) ==2p(1- 7º! s ant” + 4x2p(p — (1 — q?) "2 E ant” — 
n=0 = 
4xp(1 — a?)P-* se nano + (1 =)? 5 n(n — Danx”"? 
n=0 H= 
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Inserindo essas expressões na equação diferencial 


2 


(1-2?) fi(a) — 2afi(2) + daf(a) — Ss fi(a) =0 


obteremos 
— 2p(1 — 2º) PD one! +422p(p — D(1 — q?) Done — 


4xp(1 — x? o» nana + (1 = m)p+ 3 n(n — Dana" 


422p(1 — 2º)?” BR —2e(1— 2º) PE nene 


n=0 
(1 =") PD nat mê ap Dna? 


Dividindo ambos os lados por (1 — au2)P-1, 


= 2p(1 = 2º) » Ant” + 4xºp(p — 1) : Ant” — 
n=0 n=0 
4xp(1 — x?) DD nanaro! + (1— 2?) ps (n — Dana" 2+ 
n=0 n=0 


4x 9 ane? — 2a( 1-2? Dm 


(6,0) 
a(1= 2") 5 dn” = m? , An” = 
n=0 n=0 


Agrupando os somatórios com a mesma potência, 


[2000] + 402 1) + 422p + Ao(1 — 2?) nº] So ana"+ 


| 4xp(1 — x?) — 2x(1 | DO nanat 
n=0 


(0,0) 


(1 — 2?) > n(n — Dang"”? = 0 


n=0 
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Simplificando os termos entre parênteses, 


(2p(2p + 1) — A)? + (Ap — m? Ip ada 


(4p + 9)xê — (4p +42) Ene, 


(a* — 27º 41) > n(n — Dana”? = 0 
n=0 
Distribuindo esses produtos, temos que 
> (ep(2p + 1) — AsJant "4 >» m2 — 2p)an x” + 
n=0 n=0 
> “(4 + 2)naça”*2 — > (4 + 2)nana” + e n(n — 1)ang"t2— 
n=0 n=0 n=0 


o 2n(n — Dana” + > n(n — 1)anx"? = 0 
n=0 n=0 


Novamente reagrupando os somatórios com a mesma potência, 


ba n(n — Dana" + 
n=0 
e [O m? — 2p) — (4p4+2)n — 2n(n 0) ana” + 
n=0 
» [rtp +1) — A + (49 +2)n + n(n — 0] aatti=o 
n=0 


Simplificando novamente os termos entre parênteses, 


Do mín — Dana" + 
n=0 
> fo E nº) = 2n(n +29) = 2p/ ana? + 
n=0 
n=0 


Retirando os quatro primeiros termos do primeiro somatório e os dois primeiros 
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do segundo somatório, temos 


0+0+ 245 + 63% + [(A — m?) — 2pJao + [(A» — m?) — 2 — 6pJayx+ 


Do r(n — Dana" + 
> [O m?) 2n(n | 2p) 2») ant” + 
se [ent FI) — As + nn + (4p 4 1) ana"? -0 
n=0 


Recolocando a constante m = 2p e descendo os índices dos dois primeiros so- 
matórios, 


[0a = mê) = mito + 205] 2º | EE E l(As= mê) -2 Suns [2!+ 


DO [en + 9(n+3Jarsa + [0a m2)-2(n+2)(n + m +2) — mjans2+ 


n=0 


mim + 1) — As +n(n+2mA Dan pr = 0 


Como os monômios x” são linearmente independentes, segue que 


As — mm + DlJao + 249 = 0 (344) 


[Ao (2 ) mm ) 3)Jar H 6as = 0 (345) 


e também, para todo n > 0, 


o mim+I) — As +2(n + 2)(n 4 Mm + Blanyo — [mm + 1) — Às + n(n + 2m + Dan 
a (n + 4)(n +3) 


(346) 
que é a relação de recorrência. 
A equação (344) nos diz que 


a — 


mm + 1) — Às 
2. ” 


1 
e (345) implica 
o 2+m(m+H3) — À» 
ARE 3.2 
Queremos encontrar uma relação de recorrência mais amigável que envolva ape- 
nas an+2 € Gn. Às duas últimas expressões nos sugerem tentar 


a 


—cmtmm+ da) -— A» 
RR O uso) UA) 


An, 
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onde c, e dy são coeficientes a determinar. Rigorosamente, esses termos podem 
depender de m ou de À5. Mas vamos descartar essa hipótese por hora. 
Do apêndice (1), sabemos que para m = 0 a relação precisa ser 


' = rinti)— Ao 
EGOR EE a 


o que nos leva a fazer c, = n(n + 1). Então para qualquer m deve ficar 


n(n + D) + mm + da) — Às» 


SER = (n+2)(n+1) Ei 
Isolando d,, obtemos 
An+2 1 
da = | (n+2)(n+1) E FAo— n(n+1) RR (347) 


Como já temos uma relação de recorrência de an,4 em função de an+2 € Gn, 
podemos encontrar todos os coeficientes d, a partir dos valores conhecidos de 
Gn. Com isso, podemos depois tentar encontrar uma expressão para d, se tiver 
um padrão fácil de perceber. 

Se a hipótese de c, e dy dependerem apenas de n estiver correta, a equação (347) 
deve retornar os mesmos valores independentemente do valor de m e de As. 
Usando m = 1,h» =0,a0=1eaj =õO0, a relação (347) vai retornar os 
coeficientes pares de dy: 


do=1 do=5 dg=9 de=13 dg=17 


E usando os mesmos parâmetros mas com ay = 0 e a; = 1, a expressão (347) 
retornará 


di=3 da=7 ds=11 dç=15 dy=19 


Esse padrão nos sugere 
da =2n+1 


de forma que 
n(n + D + mm +2n + 1) — À» 
(n + 2)(n + 1) 


Para verificarmos se essa relação está correta, vamos isolar a, para obter 


an (348) 


An+2 — 


(n + 9(n + 1) 
n(n + D) + mm + 2n + 1) — Às 


An = An+2 


Inserindo essa expressão na relação de recorrência (346) que já conhecemos e 
notando que 


mim+D)-Ma+n(n+m+tD)=mem- A +n2+2mn+n (349) 
=n(n+D+mtm+2n+D— A (350) 
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obteremos 


(n + D(n + Bans = [mim +D) Ao +2(n+9)(n+m + 2ans2 — (n + 29(n + Dan+2 
mim+D)-A+2(n+)n+m+2)-(n+2)(n+ Dans 
= fm(m 41) = Ao + (042): Bin m 2) = (+ nao 
mim+D)-A +(n+9-[n+2m+4 3] an+o 


e então 


mim+D)—- Ao +(n+2)-[n+2m +43] 


fr (n+4)(n+3) ia 
Reduzindo o índice de n + 4 para n + 2, obteremos 
mim +) - A +nº:[n+2m+ 1] 
An = Am 
Ri (n+2)(n+1) 
Usando novamente a relação (350), chegamos na expressão 
n(n + DD) + mm + 2n + 1) — Às 
n+2 = E 351 
gi (n+2)(n+1) a) 


que é exatamente a relação (348) que supomos ser e, consequentemente, a relação 
foi provada por indução. 

Quando n é muito grande e lembrando que m é não negativo, a relação se 
comportará como 


n(n + 1) + 2nm a n(n+1) n 
Anso E An An = An 
“ºC (n+n+1) (n+)(n+1) n+2 

Do apêndice (1), sabemos que a relação 

n 

An 
n+2 

faz a série de potência 3" apx” divergir quando « = +1. Pelo teste da com- 


paração (2.9), essa série com m > O também vai divergir. Lembre-se que supo- 
mos inicialmente que as séries das funções 


fulo)=[1-0"25 ez" (352) 

n=0 

e (6.6) 
fo(o)=[+0"25 galz+ 1" (353) 

n=0 


não divergiam em nenhum ponto do intervalo [—-1, 1] e portanto podíamos rear- 
ranjar os termos (1 — x)” e (1 + x)” dentro da soma infinita para encontrar os 
coeficientes a, relacionados aos monômios x”. Se divergissem, não poderíamos 
fazer isso e a solução teria de ser encontrada substituindo (352) ou (353) na 
equação diferencial de Legendre associada. 
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O método de Frobenius garante que 4, (x) converge em (—1,2) e que fi ,(x) 
converge em (—2, 1). Então nada sabemos sobre a convergência de 4. |, emx =1 
e de f, em « = —1. Então precisamos truncar a série 3 anx” se quisermos 
validar a solução 


fi(o)=(1-0)"23 ana” 
n=0 


no intervalo [—1,1]. Verificando a relação de recorrência (351), podemos obser- 
var que isso só pode ser possível se 


n(n+D+embm+2n+tI)—- Às =0 


para algum n = j não negativo. Isso significa que devemos escolher a constante 
de separação À» de forma que 


Ao =9(1+D+mm+2;+1) 


Distribuindo os produtos, obteremos 


2 


Ah=+jtm+Imj+m 
=(j+m2+(j+m) 
Denotando convenientemente j + m = I, temos que 
dy = PIrl= d+) 


que é a mesma forma que encontramos no apêndice (T) para m = 0. 
Agora uma observação importante: como | = m + j para algum j não 
negativo, segue que é necessário restringir o inteiro | à condição 


l>m 


caso contrário toda a argumentação usada para truncar a série 3 apx” não será 

mais válida. De fato, podemos reescrever a relação de recorrência como 

(n+Em)inem+D-I(l+1) 
(n + 2)(n + 1) 


an (354) 


An+2 = 


Se | <m, de forma que l=m — u para algum “u positivo, então 


a Antmnem+l)—(m-u)m u+1). 
dE (n+2)(n+1) e 


o que significa que a série só poderá ser truncada sentm =m-—u,oun=—u4, 

o que está fora de questão. Isso implica na divergência da solução em x = +1. 
Também note que, da relação de recorrência, os coeficientes pares aon SÓ 

dependem de ao enquanto os ímpares de ay, de forma que podemos escrever 


oo 00 00 
S Ant” = o Agni?” dE S Aonqi a" H 
n=0 n=0 n=0 
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Além disso, o truncamento só ocorrerá para um dos somatórios, o que implica 
que devemos fazer ag = 0 ou ay = O conforme o valor de A» = I(L+ 1). Revendo 
a relação de recorrência (354), o truncamento acontecerá quando n = j. Como 
m+-+3 = |, temos j = |—m, o que significa que o polinômio que resultará da série 
Sanz” terá grau | — m. Se | —m for um número par, devemos fazer a, = 0. 
Analogamente, devemos impor ao = O se l— m for ímpar. 

Finalmente, as soluções da EDO 


(1- x?)0"(x) — 22x80'(x) 4 E + 1) feto =0 (355) 


1-2 


que não divergem em [—1,1] são denotadas por O(x) = P” (x) e dadas por 


Pra) = (1 — pe) ris [> Ant?” + >, inc) 
n=0 n=0 


com ou aq ou ay nulo conforme o caso. São denominadas de funções de Legendre 
associadas do primeiro tipo. 

As outras soluções linearmente independentes da EDO (355) serão as dadas 
pelo teorema de Frobenius (6.1). Essas soluções são denominadas de funções de 
Legendre associadas do segundo tipo e são denotadas por O(x) = Q/ (x). 

A equação diferencial (355) nos diz que a solução deve ser invariante sob 
o sinal de m, de forma que sem < 0, devemos trocar m por —m em todas 
as equações, resultando em uma solução linearmente dependente em relação a 
solução com m positivo. 

De maneira análoga, a EDO (355) é invariante se trocarmos | por —(1 + 1), 
resultando no mesmo valor À = I(l + 1), de forma que 


Er = “44+1) 


Se definirmos | = | + 1, teremos 


m m m m 
Pra Pl ES Ea 


As cinco primeiras funções associadas de Legendre normalizadas (para m = 
1,m=2em = 5) são dadas nas figuras (10),(11) e (12). Para isso, foi necessário 
três programas em Python: um para gerar os coeficientes da série de Taylor 
dessas funções usando a relação de recorrência (351) (no apêndice (1.2.1)); um 
para gerar as normas 


IP"(o| = fera da 


das funções usando a regra de Simpson da integral (1.2.2); e um programa para 
imprimir várias dessas funções simultaneamente na tela (1.2.3). 
Revendo a equação diferencial de Legendre associada 


a(u-sgro) | E +1) |Preo=o 


Funções de Legendre associadas com m = 1 


1.04 


0.54 


0.04 


P(x) 


-0.5 4 


-1.0 4 


T T T T T T T T T 
—1.00 —-0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 
x 


Figura 10: Primeiras cinco funções associadas de Legendre normalizadas com 
m=1. 


Funções de Legendre associadas com m = 2 


104 


0.54 


P(x) 


0.04 


-0.5 4 


-1.0 4 


T T T T T T T T T 
—1.00 —0.75 -0.50 -0.25 000 0.25 050 0.75 1.00 
x 


Figura 11: Primeiras cinco funções associadas de Legendre normalizadas com 
m=2. 


podemos fazer p(x) = 1 — «2, 


2 2 


a(o) = lh +D=- —s 


m 


a(s) = (ly + 1) =— sd 


Agora suponha que |, > ly. Isso implica q2 > qy em todo o intervalo 1 = (—1,1). 
Como p é positivo em 1, podemos usar o teorema da comparação de Sturm (4.3) 
para mostrar que entre duas raízes consecutivas de P” (x), haverá pelo menos 
uma raiz de Pt, (x), Pala), Pra(x),... e todos os demais. Apesar de qy e 
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Funções de Legendre associadas com m = 5 


104 


0.54 


0.04 


P(x) 


-0.5 4 


1.04 


—1.00 —0.75 -—0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 
x 


Figura 12: Primeiras cinco funções associadas de Legendre normalizadas com 
m=5. 


q2 serem descontínuas em x = +1, aparentemente essa propriedade se mantém 
para as raízes em x = +1. Isso pode ser verificado nas três figuras: (10), (11) 
e (12). 


Dois gráficos das funções de Legendre associadas com m variando e mantendo 
| fixo pode ser visto nas figuras (13) e (14). 
Note que agora são as raízes de PP, PJ, P2, PÊ, ..., PPT! que se interpõem 


entre duas raízes consecutivas de P/”, comportamento invertido de quando 1 
2 


m ita 
ID possuem sinais trocados 
— a 


na equação diferencial e consequentemente o teorema da comparação de Sturm 
se aplica às ordens inferiores a m. 


varia. Isso acontece porque os termos I(l+1) e 


6.3.1 Propriedades das funções de Legendre associadas 


Agora note que se m for par, o fator (1 — «x2)""/2 será um polinômio de grau m, 
e então P”" (x) será um polinômio de grau (Ll—- m) +m =. 
E quando |=m, a série 3 apx” só terá o primeiro termo ao, resultando que 


Pi(a) = ao(1 — a?) 


o que significa que P/(x) terá apenas duas raízes, em x = 1 ex =-—1. Sel for 
par, Pi(x) será um polinômio e ambas as raízes « = +1 terão multiplicidade 
1/2. 


Como (1 — w2)7/2 é sempre uma função par, segue que P” será par ou 
ímpar a depender da soma 3" anx”, que é ímpar se | — m for ímpar e vice-versa. 
Como x = +1 são as duas raízes consecutivas de P/(x), segue que as funções 
ER usa Re terão pelo menos uma raiz no intervalo aberto (—1, 1), 
o que podemos ver na figura (13). 
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Funções de Legendre associadas com | = 4 


P(x) 


T T T T T 
—1.00 -—0.75 -—0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 
x 


Figura 13: Primeiras funções de Legendre associadas com | = 4 e m variando 
de O a 4. 


Podemos explorar mais ainda o teorema da comparação de Sturm: como 
FR é ímpar e contínua em [—1,1], segue que po terá uma raiz em x = 0. 
Isso implica que as funções PP, PJ, P?, ..., Pi”? terão pelo menos uma raiz 
em (—1,0) e em (0,1). Como x = +1 sempre será raiz de todas as funções P” 
com m >1e ES é ímpar e contínua, então as funções da e com ordens 
inferiores terão pelo menos duas raízes em (—1,0) e em (0,1). 

Agora suponha um intervalo 1 cujas extremidades são duas raízes consecu- 
tivas de P”, com m > 1. Quantas raízes a função dida terá em 1? O teorema 
de Sturm garante que existe pelo menos uma, mas a priori podem existir mais. 
Sabemos que a série >: an 1” será um polinômio de grau | — m, o que significa 
que em toda a reta real esse polinômio terá no máximo | — m raízes. Sabemos 
que P! não tem raízes em (—1,1), mas P! precisa ter pelo menos uma (que é 
ax = 0). Podem existir outras em (—1,1)? Não porque o polinômio 3" ap x” terá 
grau 1 e consequentemente só pode ter uma raiz. As outras duas de Fa estão 
nas extremidades. Analogamente, = só pode ter duas raízes em (—1,1) por- 
que 3” ana” terá grau 2 e ambas precisam satisfazer o teorema de Sturm, sendo 
cada uma no intervalo (—1,0) e em (0,1). Podemos iterar essa argumentação 
para mostrar que 3" ana” terá | — m raízes em (—1,1) e consequentemente P” 
terá 2+1 — m raízes em [-1,1] (com as outras duas sendo as extremidades). 
Tudo isso também pode ser visto nas figuras (13) e (14). Conforme veremos 
adiante, isso terá implicações nos harmônicos esféricos e na função de onda 1). 

Uma outra propriedade das funções de Legendre associadas é que sem = 1, 
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Funções de Legendre associadas com | = 5 


33333 
[UR 
rwnNHo 


TAVA VA VA VAGA 


P(x) 


VN A VA y AAA 
CAS) 


T T T T T T 
—1.00 -—0.75 -—0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 
x 


Figura 14: Primeiras funções de Legendre associadas com | = 5 em variando 
de 0 a 5. 


então a primeira derivada de PJ(x) terá um fator (1 — w2)-1/2, no que implica 
em uma divergência em «x = +1. Podemos ver nitidamente as duas tangentes 
verticais na figura (10) em « = 1 e x = —l. Isso não acontece para as demais 
ordens m porque as derivadas terão uma potência positiva de (1 — x2). 

O próximo teorema nos permite relacionar P” com P) usando os coeficientes 
an que encontramos anteriormente. 


m 


Teorema 6.2. 4 série > agr é um múltiplo de Pi(a), onde Pi(a) = 


m 
ira da 


PP(x). 


Demonstração. Seja f(x) = b» bag”. A m-ésima derivada de f(x) é dada por 
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(n + m)! 


ba+m e supor que b, satisfaz a relação de 
n:. 


Ágora vamos fazer a, = 


recorrência 
bao = Re ba (356) 
enquanto a, satisfaz 
An+2 = Rian (357) 
Então 
An+2 = Rian 
(n+m+2)! (n + m)! 
e no ORE =R, E batm 
(n + 2)! +m+2 n n! 
2)! | 
(n+m+2) Rê brsm = Rê (n o Em 


no que implica 


Substituindo R$ pela relação de recorrência (354), obteremos 


Po (n + Dn + 2) tminám+D- +) 
o (ntm+U(ntm+2) (n+2)(n+1) 
(n+tmin+m+D-I(L+I1) 


TES ESICEC RO 


Reduzindo o índice de n + m para n, encontraremos a relação de recorrência de 
bn; 
PR = n(n+D>-I(L+I1) 
e (n + D(n + 2) 


que é exatamente a relação (354) com m = 0 e portanto f(x) = Pi(a). E 


Isso significa que podemos reescrever P” (x) como sendo 


dm” 
P(o)=c(1-2)"2> Pla 358 
Pa)=c (1-2 Pa) (358) 
com uma constante cy arbitrária. 
Usando o seguinte teorema, poderemos encontrar uma outra forma equiva- 
lente para (358). 


l 


Teorema 6.3. 4 função Pi(x) = P?(x) é um múltiplo de Sd — 2). 
T 
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(6,0) 
Demonstração. Seja f(x) = e bnx”. Podemos repetir os passos da demons- 
n=0 


tração do teorema (6.2), porém agora inserindo 


ac nn+AD=ILA41) 
fim = (+20 +1) 


e trocando a letra m por | na equação 


(n + D(n + 2) E 


Rae 
o Pinar 


no que resulta 


n+D(n+2) n(n+D>-I(L+1) 
NAHAHDn+I+D) (n+n+41) 
n(n+D-U1+1) 
(n+HLl+D(n+1+2) 


b = 
Ran E 


Reduzindo o índice de n + | para n, obteremos 


Pê = (n-D(n-l+D-I(d+1) 
te (n + D(n+2) 
n2+n>-nl-nl+I2-l 
(n+D(n+2) 
n(n + 1) — 2nl — 21 
(n+ D(n+2) 
n(n+1)-—2l(n+1) 
(n+ D(n+2) 
(n + D(n — 21) 
(n + D(n+2) 


ond 
— n+2 
e então 
b on 
n+2 — n+92 mn 


Essa relação nos diz que a série > bhx” truncará no coeficiente a21, ou seja, para 
um n par. Para os coeficientes pares, temos 


2n— 2! n—l 


bon42 = >—— ban = nr (359) 


Os primeiros coeficientes pares são 


ipadã naieal) 
bo = Ibo by => —. 


—(L — 2) 
=— b — 
o E o 


Esse padrão nos sugere 


I! 


(CL 


bo (360) 


Inserindo essa expressão na relação de recorrência (359), obteremos 


a 17º I! 
n+1 nl — mn)! 


bon+2 = bo 


I! 
ml(n + D(l—n)! 
N 


E ES OES ES 


= ("Hi -n) bo 


que é (360) trocando n por n + 1, o que demonstra a expressão. 
Para os coeficientes ímpares, porém, a relação de recorrência é 


2(n—-D+1 


bon 
a 


bon+3 = 


na qual não trunca para nenhum n e possui um comportamento assintótico 
bon+3 * bony1 para n grande. Sabemos que a l-ésima derivada de f(x) produz 
Pi(a), que é um polinômio e, consequentemente, tem finitos coeficientes não- 
nulos. Então iremos descartar os coeficientes ímpares fazendo b; = 0. 

Como a série 3) ba” trunca no coeficiente az1, temos 


) ) 


9= Dat DA a 


n=0 n=0 E 


A fração que está dentro do somatório é o coeficiente binomial, denotado por 


o l! 
n)  nl—n)! 
e então 


Fe) =by Ser! Jetr =t Se(! Jr =m õ (o) toy 


n=0 n=0 


Ágora compare essa expressão com o teorema binomial, 


cemt-D (Dr 


trocando 13 por —x2. Isso significa que 


fa) = bo(1— 2?) 
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ou seja, 


dt dt EN 
Pi(x) = dai f() = bo ai (1 = 2º) 
E 
Na literatura, o teorema (6.3) aparece como 
ld si 
Pix) = magos ) (361) 


A expressão (361) é a fórmula de Rodrigues para os polinômios de Legendre. 
Isso também implica que podemos reescrever as funções associadas de Le- 
gendre P” (x) como função das derivadas de (1 — x2)!. Ou seja, 


1 Pr AR 
am = 2)" 


Ee) = (=P EO, (362) 


dyt+m a 


onde o fator (— 1)” é a fase de Condon-Shortley, que auxilia algumas operações 
em mecânica quântica, como os operadores escada. 


Teorema 6.4 (Ortogonalidade e normalização). Sejam P” (x) as funções dadas 
pela expressão (362). Então 


freire Es de 


Demonstração. As funções P” (x) satisfazem o problema de Sturm-Liouville 


e (plo PE e) ) + lato) + reader ta) o 


m? 


com p(x) =1— x2, q(r) = ERES r(x)=1eA=I(l+1), com as condições 


de contorno 


Pº(+1) = (1)'60m (363) 


da dx 


1 


d 
O operador diferencial L = Ea (ne) + q(x) será hermitiano se 


= 0 


—1 


plf'g — f 9] 


para quaisquer funções f e g contínuas que satisfaçam as condições de con- 
torno (363). Como p(x) se anula em x = +1, isso garante que L seja hermitiano, 
independentemente se m = 0 ou m % 0. 

Portanto, pelo teorema (4.12), as funções P/” (x) satisfazem uma relação de 
ortogonalidade em relação ao autovalor À = (1 + 1), 


1 
El PP (a) Pr (a) de = Arudi 


—1 
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para alguma coeficiente Aim. 
O restante da demonstração, que mostra que 


2 (U+m)! 
Aim — E 
Ql+1) (l-m)! 
está no apêndice (1.1) por ser demasiadamente longa. E 


A teoria de Sturm-Liouville também garante que o conjunto (Pyº, PP, PP... 
forma uma base infinita do espaço L2(—1,1) das funções quadrado integráveis 
no intervalo [—1,1], com produto interno 


(fg= / He)aojr(o) do = / Heja(o) de 


uma vez que r(x) = 1. E então 


fo)=> (PrNPi(o) vfec-1,1) 


Pr(a) = / Pa) 


Retornando à equação diferencial para o ângulo polar 8 = arccos(x), a 
solução é dada por 


+14 (Um) 


8(8) = PF" (cos(9)) = / > (iam PU (cos(0) 


Usaremos a versão normalizada das funções associadas de Legendre porque será 
necessário para normalizar a função de onda w)(r,0,9) = R(r)O(0)D(p). 


6.3.2 Soluções com 'm” não inteiro 


Sabemos que a imposição m inteiro advém da condição de contorno periódica 
da função azimutal B(y). Porém, a equação diferencial 


d 2 , 
a(u-o IS) o) + 


tem soluções contínuas em [—-1,1] com m não inteiro. Agora a diferença das 
soluções q, e as da equação indicial é um número não inteiro, mas isso não 


2 


m 
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afeta a forma da primeira solução linearmente independente (que é o caso não- 
inteiro do teorema de Frobenius), o que implica que a relação de recorrência 


(n+m)in+m+l)— Às 
(n + 2)(n + 1) 


An+2 = n 
continua válida. Verificando-a, vemos que a série 3 anx” pode ser truncada se 
Ao tiver a forma 

A =(+m+m+1) 
e ao = O se 3 for ímpar e vice-versa. Nesse caso, o truncamento aconteceria 
quando n = j e a relação de recorrência ficaria 


(ntm(ntm+)—(Gtmli+m+1) 
(n+2)(n+1) 


An+2 = An, 


Isso significa que não existe qualquer restrição para m se quisermos uma solução 
da EDO (364) que não divirja em «x = +1. 
A equação diferencial ficaria, portanto, 


2 


a(a-zero) | E Em)(G+m+1) fis PP” =0 


da 1-2x2] 


Um exemplo é mostrado na figura (15), onde usamos m = 1/5. Note que 
quando m — 0, as soluções começam a ter aparência de polinômios, com 
exceção nas bordas, onde o fator (1 — «2)"/2 força-os a se anularem nesses 
pontos. Conforme podemos ver na figura (15), a primeira solução tende a ser 
uma reta horizontal (que é a função constante) enquanto que a segunda e a 
terceira solução tendem a ser uma reta e uma parábola respectivamente. Em 
outras palavras, Va E (—1,1) as soluções começam a convergir pontualmente 
para os polinômios Pj(x) = PP (x) de Legendre, com 1 = 5. 


6.4 Equação de Bessel esférica 


Para a equação diferencial da variável r (332), temos 


2mo E 
o pás. x) R(r)=0 (365) 


r2R"'(r) + 2rR'(r) + ( 


Sabendo que As = I(l + 1) e definindo 


AV 2mo E 


k = 
h 


a equação (365) se torna 
PRM +2R' (rm) + (kr = U1+1))R(r)=0 (366) 


Note que a energia E precisa ser não-negativa, já que o potencial mínimo é zero 
e o teorema (3.4) garante que a solução não será normalizável se E < Vmin = 0. 
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Funções de Legendre associadas com m = 0.2 


—1.00 -—0.75 -—0.50 -—0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 
x 


Figura 15: Soluções normalizadas da equação de Legendre associada com m = 
1/5. 


As duas soluções reais e linearmente independentes da equação diferen- 
cial (366) são denotadas por ji(x) e y(x), denominadas funções de Bessel 
esféricas. 

Dividindo (366) por 72, temos a equação diferencial 


tn =0 


r ds 


R"'(r) 4 Saio) | (1 N 


Eos e ML+I) As E Sê 
As funções — e k? + io, são analíticas em intervalos que não incluam r = 0. 
JE 
Entretanto, se usarmos o método padrão de série de potências, não teremos 
certeza se existem duas soluções analíticas centradas em r = 0. 


Devemos notar que 


2 
po=limr-2=lim2=2€R 
r>0 r Tr>0 


do = lim 12. (12-50) =lmrk? -I(I+D)=-(MI+0DER 
r> 


72 r>0 


Como os limites existem e são finitos, então « = O é um ponto singular regular 
e podemos usar o método de Frobenius. 
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Substituindo po e qo na equação indicial, obteremos a equação 
0O=a(a-l)+2a—I(1+1) 
=a(a+I)-I(L+1) 


Suas soluções são 
a = ao =—(L+1) 


Nesse caso, a — as =I+(l+1) = 21+1, que é um inteiro não-negativo e então 
podemos aplicar o teorema (6.1). 
Para a primeira solução fi (1), fazemos 


oo D0 
fil) =rº > Anr” = E Ante 
n=0 n=0 


fi(r) = >;m E ada OS Lipe >(m +a)anr” 
n=0 n=0 
(1) = > am +o)(n+a- Dag to? = qê? > am +a)(n+ a — Dar” 
n=0 n=0 


Substituindo em (366), temos 


re > (mn +a)(n+a— Dar” + rº o 2(n + )anr” + 
n=0 n=0 


po o a Ga a a (+ Dar” =0 
n=0 n=0 


po o (n+o)(n+a-— Da, +2(n + Jan — UML + Dan]r” + > kanr"t2| =0 
n=0 n=0 


A última equação é válida mesmo para r £ O e portanto 


(6,0) 


>lin+a)(n ta-— Da, + 2(n + a)an — Ml + Das] PR ante =0 
n=0 


n=0 


(367) 
Do primeiro somatório: 


n+o)inta-D+2(into)-U+Dan=[(n+to)-[inta-D+H]=U+ Da, 
=[(nto)(nta+D-Il+Dla, 


e também 


> (n+Hoy(nta-rD)-I+D)anr” = 


n=0 


[o(a +D)=II+D]ao+I(a + D(a +2) (1 + 1)] mr+So n+oy)(nta+D=- + Dar” 


n=2 
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com 


[0,0] (6,0) 


Silin+on+a+D)-W+Danr"=5 [nta+2)(n+a+3)-Ui+D] anpor?t? 


n=2 n=0 


Substituindo em (367), obtemos 


le(a + 1) — Jlaorº + (a + Da +2) = + 1) ayr!+ 


(1+1 
E (nta+ntar+9)-I+Danso+kan|Mt=0 
n=0 


Como os monômios r” são linearmente independentes e a equação é válida para 
qualquer 7, segue que 


o(a + D- I(L+ Dao =0 (368) 
la+D(a +) -II+D]a =0 (369) 

e para todo n > 0 
[(n+ae+)n+ta+9)-i+Danya+Hkan =0 (370) 


A equação (368) é a indicial. Nessa solução, a = ay = |, o que significa que 
ao pode assumir qualquer valor enquanto que | não é solução de (369), o que 
implica na escolha ay = 0. Já aq é arbitrário. 

A relação de recorrência é, portanto, 


An+2 = Yn >0 (371) 


Agora note que 


(n+1+Bn+i+H)-U+rD="+2M1+2+5n+5+6-P-l 
=nº+2nl+5n+41+6 
=n"4n(2+5)+(2+5)+2+1 
=m"+(2+5)-(n+D)+2+1 
=m"+(2+5)-(n+D+(2+5)-4 
=(nº-9)+(2+5)-[(n4+1)+1] 
=(n-29)-(n+)+(2+5)-(n+2) 

(n+2)-[(21+5) + (n — 2)] 
=(n+2)-(n+3+2) 
e então F 
Qua = ds yYn>0 (372) 


(n+3)-(n+3+20) “O 
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Como a; = 0, todos os coeficientes ímpares serão nulos. E para os pares, 


k2aon 
pssdee yn>0 373 
(RR nr non E (aro) 


Os primeiros termos não-nulos são 


—k2ao —k2ao —kas kao 
— = GA = = 
“gra” 20400: “O aa” POG RIDE) 
E —kºag 
“= 2.3(7+2)-(6+2)-(3+2) 
kSao 


“8 = 242.3-4(9+2)-(7+21)-(5 +21) -(3+2]) 


Esses termos sugerem que 


n—1 
ao(= 1)" kr 1 
ns É 374 
e nl Issa da E) 
Ao substituir (374) em (373), temos 
(—1)k? ag(= "kr 1 
— G9n = . . EE = Ss 
“ti Cm (on raên+3+2) — dom llaa+r3+a 
FER Ga k2r+2 Il 1 
— Un+t)2nl dlzar3+a 
o o DL [ 1 
Mn +D! ap 204 +3 +21 


que é (374) substituindo 2n por 2(n +1) e portanto provamos a expressão (374) 
por indução. 
O produtório em (374) também pode ser escrito na forma 


n—l 


[ 1 = (1+20! e +20! 
dl3+2+2a (3++2(n=- DN (1 +24+2m))! 
e então (nr? ao! 
Got— lçe do + 9) 
me > 1 
ea Zn arara Po 


Note que a constante k2” pode ser absorvida pela potência 72”, de modo 
que podemos definir uma outra função Ro(kr) = R(r) que satisfaz a mesma 
equação diferencial (366) mas com k = 1. Essa função é a de Bessel esférica jr, 
com ji(kr) = Ro(kr). 

As primeiras soluções fi (7) = ji(kr) com k = 1 são mostradas na figura (16). 
O resultado foi obtido usando três programas em Python: um para encontrar os 
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coeficientes usando a relação de recorrência (373) (código no apêndice (H.1.1)); 
outro para encontrar as normas (375) em relação a um intervalo infinito (H.1.2); 
e um terceiro para imprimir várias funções esféricas de Bessel na tela simulta- 
neamente (H.1.3). 


li(rl= / “Li(r)2r2 dr (75) 


Agora note que as raízes de j, estão entre duas raízes de jiy1. Revendo a 
equação diferencial 


r2R"(r) + 2rR'(r) + [k2r? = (1 + DIR(r) =0 


podemos fazer p(r) = 72, qu(r) = k2r2 - (lh +1) e go(r) = k2r? — lo(lo +41). Se 
lá > h, então qy(r) > qo(r) em todo o intervalo [0, +00), enquanto que p(r) é 
não negativo e só se anula em r = O. Essas condições satisfazem os requisitos do 
teorema da comparação de Sturm (4.3), o que implica haverá pelo menos uma 
raiz de Ji-1, Ji-2, Jt-3,---, Jo entre duas raízes consecutivas de 5j. Isso pode 
ser visto com mais detalhe na figura (17). 


Funções de Bessel esféricas normalizadas 


0.30 


ir) 


Figura 16: As primeiras funções de Bessel esféricas com k = 1 ele (0,1,2) 
normalizadas em relação a um intervalo infinito. 


A segunda solução é dada por 


fal) =" bar” + g(r) 
n=0 
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Funções de Bessel esféricas normalizadas 


0.08 


0.06 


0.04 


0.02 


ir) 


Figura 17: As primeiras seis funções de Bessel esféricas com k = 1 normalizadas 
ampliadas em um intervalo que está entre duas raízes consecutivas de 75. Note 
que todas as funções de ordem [ inferior a 5 possuem pelo menos uma raiz entre 
duas consecutivas de 35. 


onde 
g()=Kh(r)n|r] e a=-Il+1) 
Devido a aparição do logaritmo, é incerto se fo(r) converge em r = 0. Para 
descobrir, vamos usar a identidade de Abel: 


Teorema 6.5 (Identidade de Abel). Dada a eguação diferencial 


f(x) + pla) f(x) + ala) f(x) = 0 


O Wronskiano das duas soluções linearmente independentes é dado pela ex- 
pressão 


W(a) =C-exp (-/ p(x”) dz”) 
zo 
A demonstração do teorema está seção (K) do apêndice. 
Da equação (6.4) temos 
(l+1) 


r2 


a(r) = kº — 


e vamos verificar o intervalo 7 = (0, +00). Pelo teorema (6.5), o wronskiano em 
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1 é dado por 


Isso significa que W(r) diverge quando r > 0*. Mas 


W(r) = fr) fat) — fr) fatr) 


e sabemos que fi (1) não diverge em r = 0, já que é analítica em r = 0. Então 
resta apenas que fs(r) e/ou f5(r) divergem. Se uma função tende a +oo ou —oo 
em um ponto, sua derivada em módulo também tende a infinito nesse ponto e 
vice-versa. 

Como estamos interessados apenas em funções contínuas, podemos descartar 
fa(r) e portanto a solução procurada é 


Rl)=C-fA(r)=A- o o its 
n=0 


Uma outra forma de encontrar as soluções da equação radial está no apêndice (H). 
Dentre as soluções que não divergem em r = 0, vamos usar a equação de Bessel 
esférica denotada por j;(kr). 

A função de onda wy(r,0,) precisa ser nula em toda a superfície esférica de 
raio ro, independentemente de 6 ou y. Então a parte radial precisa ser nula em 
To: 


R(ro) — jukro) — (0) 


Então 
v2mob 
kro = a = um (376) 
onde un é à n-ésima raiz da função esférica de Bessel 31. Daí temos que 
u 
p= 
To 


Isolando o termo da energia em (376), temos que os possíveis níveis de energia 
são dados por 


tao 
Eni = 2 
2Moré 


6.4.1 Propriedades das funções de Bessel esféricas 


Agora note que a equação diferencial que as funções de Bessel esféricas satisfa- 
zem, 


rêR"(r) + 20R'(r) + (Rr? (14 1)) R(r) =0 
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pode ser reescrita como 


=0 
com p(r) = 72, a(r) = Il +1), w(r) = 72, A = k2 e as condições de contorno 
i0) = du e jilro)=0 (377) 


Note que usamos k? como o autovalor da EDO de Bessel, pois I(l+ 1) jáé o 
autovalor da equação diferencial de Legendre associada. 

Da equação (244), o operador diferencial L será hermitiano se para quaisquer 
funções f e g que satisfaçam as condições de contorno (377) a relação 


ro 
=0 
0 


plf'g — fg] 


for obedecida. Como p(0) = 02? = 0 e f(ro) = g(ro) = 0, então L é hermitiano. 

Portanto as funções do conjunto (ji(kur), Ji(kar), Ji(kair),...j são auto- 
funções de autovalor k2, do problema de Sturm-Liouville e formam uma base 
infinita ortogonal do espaço L2(0,709) com produto interno 


= [sa r)r2 dr 


Além disso, o teorema (4.12) garante que 


e ni. ( Uml 2 
Ii >") rijrídr= C; ônm 
0 To To 


onde C, é uma constante que depende de |, que nesse caso é o quadrado da 
norma de |. 
Além disso, satisfazem a relação de completude no espaço £L2(0, ro), 


Psi) 


=D E =D ai fm ELO ro) (378) 


com cyn sendo as coordenadas da expansão, que são dadas por 


ld ER (E o 


Cn = Rd E (379) 
0 
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e denotando 


f . Unl 
Jin = (tr) 
To 


Note que todas as autofunções desse problema de Sturm-Liouville possuem a 
mesma ordem | das funções de Bessel esféricas, uma vez que os autovalores 
k2, = (uni/ro)? estão associados às raízes de j;, ao contrário dos polinômios de 
Hermite e de Legendre, cujos autovalores estão associados ao grau do polinômio. 

As raízes da primeira função de Bessel esférica (1 = 0) são múltiplos inteiros 


de 7, pois a sua relação de recorrência com k = 1 é 


Gan Yn > 0 


o om Ens) CE 


que lembra a relação de recorrência da função sin(x:), 


bon41 


>0 
nr2)-(n+3) “2 


bon+3 = 


porém com os coeficientes deslocados das potências ímpares para as potências 
pares mais baixas, no que leva a conclusão que 


; sin(a) 
jo(m) = — — 
x 
A única exceção é em «x = 0, ponto no qual a função jo(x) converge para 1 pelo 
limite fundamental. 

Já para as outras funções esféricas de Bessel, é necessário recorrer a recursos 
computacionais para calcular as suas raízes. Usamos o código em Python da 
seção (H.1.1) para preencher a tabela 1 com as raízes diferentes de zero de ji(a). 
A primeira raiz (com | 4 0) sempre será x = 0 devido ao fator r! do teorema de 
Frobenius, então não consideramos ela na tabela 1. 


l 12 raiz 2º raiz 3º raiz 42 raiz 52 raiz 

O | 3,1415927 | 6,2831853 9,4247779 | 12,5663706 | 15,7079632 
1| 4,4934094 | 7,7252518 | 10,9041216 | 14,0661989 | 17,2207552 
2 | 5,7634592 | 9,0950113 | 12,3229409 | 15,5146030 | 18,6890363 
3 | 6,9879320 | 10,4171185 | 13,6980231 | 16,9236212 | 20,1218061 
4 | 8,1825614 | 11,7049071 | 15,0396647 | 18,3012559 | 21,5254177 


Tabela 1: As cinco primeiras raízes (diferentes de zero) das funções de Bessel 
esférica com até sete casas decimais. Note que as raízes de jo são múltiplos 
inteiros de 7. 


Os exemplos seguintes possuem a intenção de ilustrar numericamente os 
resultados previstos pela teoria de Sturm-Liouville sobre a expansão em auto- 
funções e, por isso, as funções não estarão necessariamente normalizadas. 
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Exemplo 6.1 (Partícula concentrada no centro da esfera). Queremos que a 
função R(r) tenha uma forma parecida com a da função 


g(r) = exp [- (a = 51) ) (380) 


que é uma gaussiana com o pico a 1/5 do comprimento do raio da esfera ro. Po- 
demos usar a fórmula da expansão em autofunções (378) usando os coeficientes 
cin calculados pela expressão (379). 

Usando ro = 3 unidades de comprimento, e usando as nove primeiras raízes 
das funções de Bessel esféricas com | = 0, obteremos a expansão mostrada na 
figura (18). Para isso, usamos três programas em Python: um para obter as 
coordenadas e as raízes das funções (código no apêndice (H.1.1)); outro para 
obter as normas (Jin, Jin) para um raio específico (H.1.2); e um programa que 
calcula as coordenadas (9, jm) € imprime o gráfico da expansão em autofunções 
na tela (H.1.4). 


Expansão em autofunções de Bessel esféricas com | = O 


1.0 —— exp 
— er) 
0.8 
0.6 
= 
a 
0.4 
0.2 
0.0 
T T T T T T T 
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 


Figura 18: Expansão da função (380) nas autofunções do problema de Sturm- 
Liouville da equação de Bessel esférica com | = (0 usando as nove primeiras 


raízes. À linha azul é a expansão em autofunções, enquanto que a linha verde é 
a função (380). 


Note que a convergência é muito boa em toda a esfera, exceto próximo de 
r = 0. Isso acontece porque as funções de Bessel esféricas de ordem | = 0 
possuem a derivada de primeira ordem nula na origem, forçando a expansão a 
se desencontrar da função (380), que tem derivada de primeira ordem não nula 
na origem. 
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Exemplo 6.2 (Partícula concentrada próximo à casca da esfera). Agora que- 
remos que R(r) tenha uma forma parecida com a da função 


g(r) = exp| — (a = io) (381) 


que é uma gaussiana com o pico a 3/4 do comprimento do raio da esfera ro. 
Usando novamente a fórmula da expansão em autofunções (378) com ro = 3 
unidades de comprimento, e usando as nove primeiras raízes das funções de 
Bessel esféricas com | = 1, obteremos a expansão mostrada na figura (19). 


Expansão em autofunções de Bessel esféricas com | = 1 


— xp 


nada | RES g(r) 


0.87 


0.6 7 


gtr) 


0.44 


0.24 


0.01 


0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 


Figura 19: Expansão da função (381) nas autofunções do problema de Sturm- 
Liouville da equação de Bessel esférica com | = 1 usando as nove primeiras 
raízes. À linha azul é a expansão em autofunções, enquanto que a linha verde é 
a função (381). 


Note que a expansão obrigatoriamente será nula no raio da esfera, uma vez 
que todas as funções do conjunto (ji(kir), j(ko1r), Ji(ks1r),...+ possuem raízes 
emr =ro, enquanto que a gaussiana não é nula nesse ponto. Isso provoca uma 
mudança abrupta da expansão em autofunções próximo ao raio da esfera. A 
convergência pode ser melhorada aumentando o número de raízes utilizadas, 
entretanto isso não foi possível devido a divergência da série finita de Taylor 
das funções de Bessel esféricas, o que distorce os valores das raízes quando r é 
muito grande. 


6.5  Harmônicos esféricos 


Devido à frequência com que a equação das funções associadas de Legendre e 
a equação azimutal aparecem em vários problemas da física (como potenciais 
elétricos, ondas esféricas e aplicações da mecânica quântica) vamos denominar 
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o produto de O(0) com P($) como Yim: 


Yim(0,9) = O(0)P() 


= CmP, (cos(0))e'"? 
que satisfaz a equação diferencial 
O an ai | | ds 
“210 | an E) “an tim z mv 
sin(0) | 00 | SO) gg “im so sin?(9) "Tb? 


(5 + nº) Yim(0, 2) — —(l + DYim(0, a) (382) 


uma vez que 


D"(9) + m?B(p) = 0 


As funções Ym(0,4), com |m| < |, são chamadas de harmônicos esféricos. 
Como essas funções aparecem multiplicando soluções de outras equações diferen- 
ciais ordinárias, é conveniente normalizá-las em 0 e «y para que a normalização 
da solução final só dependa das outras variáveis das outras soluções. Para isso, 
os coeficientes Cim são escolhidos de forma que 


jp |Yim (8, 9)? sin(0) dO dp = 1 
Dado os índices m,m',l,l”, temos que 
qb Yim(0, 2) Yim' (0, 2) sin(8) do dp = 
Cim Clint a P" (cos(6) JP” (cos(9)) sin(9) do o eimeçim'e dy 
Vamos considerar m £ m'. Então 


27 2m 
K Time çim'g dy = K eitm'-mJg dy 
0 0 


= Á cos((m! — m)p) + isin((m” — mjp) dy 


27 27 


269 


Por outro lado, sem' = m, 
27 ; a 27 
/ "PRE Pdp= / dp =27 
0 0 


27 . ua 
Pi e"MPEM P dy = 2Tômm' 
0 


ou seja, 


Agora considerando m' = m e x = cos(0), temos 


/ E PY (cos(8)) PY” (cos(9)) sin(9) dg = H Pi (ePr (e) da 


(0) = 


== du! 


e portanto 


dh Yim (0, 0)Yvm' (0, 9) sin(0) do dy ns Cima Cim270mm' OW 
Ss 


: ; 1 és 
Para que Yi;m seja normalizado, devemos escolher Cm = —= e então 


v27 
dh Yim(0, P)Yim' (0, £) sin(6) do dy — dm ômm! 
s 


As projeções cilíndricas de alguns dos harmônicos esféricos (semelhante à 
projeção de Mercator) estão ilustradas nas figuras (20),(21) e (22). Usamos 
apenas a parte real da função azimutal &(y) para ilustrar mudanças em q, 
pois |P(y)| e P(p)P(y) são sempre iguais a 1. Os gráficos foram construídos 
usando o código Python da seção (1.2.4), que usam os coeficientes e as normas 
calculadas das funções associadas de Legendre pelos programas (1.2.1) e (1.2.2). 

A solução final para o problema da partícula confinada em uma esfera é a 
solução geral da equação de Schródinger independente do tempo multiplicada 
pelo fator exp (— “Lai t): 


. Em 
Vimn(r,0,,t) = Ani jilkr)Yim (0, 9) exp (-* h +) 
a ( 2mo El ) 
== An “N a 


= 
Vim (8, 9) exp( o +) 


n Em 
= Audi (= tr) Yin (0,9) exp ( +) 
To h 


onde A,; é uma constante tal que 


To 
Ani Il (=) dr =1 
0 Tr 


para que a função de onda seja normalizada. 
Em geral, temos 


Harmônicos esféricos com m = 4e | = 18 


Theta 


Figura 21: Projeção cilíndrica do harmônico esférico com m = 4e l=18. 


Conforme vimos na seção (6.3.1), sem > 1 então as funções de Legendre 
associadas P/” possuirão 2 + | — m raízes no domínio trabalhado. Isso significa 
que quanto maior for a diferença | — m, maiores serão as lacunas no espaço (em 
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0.6 —0.4 —0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 


Harmônicos esféricos com m = 9e |= 23 


0.0 


0.5 


Theta 
nm 
w 


Figura 22: Projeção cilíndrica do harmônico esférico com m = 9e l= 28. 


relação ao ângulo polar 6) onde a partícula terá chance nula de ser detectada e 
a densidade de probabilidade ficará mais concentrada em regiões específicas. 
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7 O átomo de hidrogênio 


Nesta seção, trataremos o problema de descobrir a função de onda que rege um 
átomo de hidrogênio (eletricamente neutro e com apenas um próton no núcleo) 
assim como os níveis de energia que o elétron pode assumir enquanto preso ao 
núcleo. 
Na equação de Schródinger independente do tempo, 
h2 


— a VAI r)- EJY =0 (383) 
Mo 


usaremos o potencial de Coulomb, 


e 


V(r) = — = (384) 
4meo r 
com E < 0 para representar o estado ligado do elétron. 
A equação (383) pode ser reescrita como 
2 
vp + a LE — V(r)py =0 (385) 


Como o potencial só depende de 7, então a equação diferencial para O e q será 
idêntica à (382) (harmônicos esféricos), como veremos a seguir. 
Abrindo o operador nabla em (385), temos 


20) Op cot(0) dy, 
r Or 


or? r2 00. 
Lp 10º 9% 
r2 002  r2sin?(0) dp? 


Multiplicando ambos os lados por 72, obtemos 


a sa 


dy, 92h E 1 09%) 2mor? 
d0 092 sin(0)0pº Rh? 


Isolando os termos com r, 


2024 dá dy 2mor? 
| Brê | or 


dy O 1 09% 
sin?(9) dp? 


Repetindo o procedimento da separação de variáveis, onde y(r, 0,9) = R(rn)O(0)D(p), 
temos que 


r2 d2R Dc 2r dR 2mor? 
R(r) dr? R(r) dr 


cot(0) 0Y | 102Y 1 92Y 
Y sin?(09) 09? 


com Y = 0(0)B(y). Como r,0 e y são variáveis independentes, a equação só 
pode ser verdade se 
cot(0) 0Y | 102Y do, SORA 
EE 2 + vai | = A2 
Y 00 Y00 Y sin?(0) dy 


r2 d2R 2 dR 2mor? 
R(r) dr? R(r) dr o 


para alguma constante As. Segue daí que 


dºR dR 2mor? 
2 | 0 Es 
Pe ana 2r ER | Fê (E — V(r)) x R(r)=0 
e 
cot(0)0Y | 102Y 1 Soy 
| =—À 386 
Y 0 'v02 vm (86) 
Multiplicando a equação (386) por sin?(0), e separando os termos com 0 e q, 
1. oY  sin?(0)02Y 2 Oy 
Y sin(0) cos(0) 20 VD + Ao sin?(0) = “70 - —M 


onde o primeiro membro só depende de 0 e o segundo de y. Então temos duas 
equações, 


2 
x +MY=0 (387) 
2 
sin(0) cos(o) + sinê(0) a — MY = —Aosin?(0)Y (388) 


Dividindo (388) por sin?(0), ficamos com 


Notando novamente que 


CNA dd 1 Ná ; BA 
cot(0) 20 + 082 > sm(0) | cos(o +sin(o) ga 


temos 


sm [bon] 


Somando a equação (387) com (389), obtemos 


NOR [5 (sin(o)jgr(0.6))| — (00) 
(5 + 1) Y (8,0) = AY (9,6) (390) 
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Agora compare (390) com a equação dos harmônicos esféricos (382), que é 


=) 5 [iu grin o à) = mito) Von(O, P)+ 
— + nº) Yin (0, 9) = IL + 1)Yim (8,9) 


Conforme vimos no problema do potencial esfericamente simétrico, as únicas 
soluções não-nulas para Y (0,4) que são contínuas no intervalo 6 E [0,7] e satis- 
fazem a condição de contorno periódica Y (0,9) = Y(0,9y + 27) para qualquer 
y são as que 

A=m e A =I(i+1) 
com | e m inteiros, obedecendo |m| < |. Portanto, as soluções da equação (390) 
são as funções Ym(9,) que vimos na seção (6.5). 


7.1 A equação radial 
Já para a equação para a coordenada r, temos 
s52R dR 2mor? 

r + 2r 
dr? dr h2 


Substituindo V(r) pelo potencial do átomo de hidrogênio (384) em (391), obte- 


(E-V()-—I(l+ 0) R(r) =0 (391) 


mos 
dºR dR 2mor? e2 1 
É 2) e (o (+D| R(r)=0 
"dr? EE dr é | h2 4meg Tr ) bt) 
dºR dR 2mo E 2moe? 
2 ope E Sã O W+D| R(r)=0 392 
= “dr | Ro” 4negh2 ( ) Ri) (888) 
Para tornar a equação adimensional, faremos a substituição 
2mo E 
mB o 4? 
onde o sinal de menos foi escolhido por causa da energia E negativa. 
Então 
V —Qmob 
t=>D——r 
h 
de modo que 
2moE 
mB o. 4? 
e 
2moe? o 2moe? ha 
Aregh2” “ 4reoh? /-ImE 
= 2moe? ” 
“— AreghvV—2moE 
= gx 
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onde 
2mpe? 


Rb 47eghv—2mo E 


V —imoE 


E =k, E 40, de modo que x = kr er = &, então 


Se denotarmos 


d dvd qd 


dr drdr da 
do dido k2 d? 
dr?  drdr da? 
Substituindo essas expressões na equação diferencial (392), obtemos 


x ,sdR e dR 
ER? +2k-—" + [-2º + x07—Ul+1)] R(x) =0 


da? k da 

PR. dR zo JU+1) 
2 | 2 0, — 

da 2x ne 1 RE a R(ax) = 0 (393) 


A equação (393) é a que precisamos resolver para encontrar a parte radial da 
solução da função de onda. Iremos resolver por partes. 

Quando x é muito grande, os termos com 1/x e 1/x2 serão desprezíveis, 
restando apenas 


2 +22 — 2ºR(x) = 0 (394) 
ho ba 


Sabendo que 


da? "da de da 
então (394) resulta na equação 
d (2d) o 
E (: 2) = a“R(a) (395) 


A expressão (395) nos motiva a fazer a substituição u(x) = «x - R(x) e então 
u (x) = «R'(x) + R(x) u(a) = «R”(a) + 2R'(2) 


Agora note que se multiplicarmos u''(x) por «x, obteremos 


que são justamente os dois primeiros termos da equação (394), sendo que o 
terceiro pode ser escrito como «2 R(x) = x -u(x). Portanto a equação diferencial 
se torna 

aul(x) — x -u(a) =0 


ul (x) = u(x) 
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A solução dessa equação diferencial é a trivial combinação linear de exponenciais 
reais, 
u(ax) = cre” + coe” 
o que significa 
Jo ans 5 
e e 
R(a)=c— +cs 
Eh x 


Queremos que W(r(x),0,9) = R(x)Yim(8,) seja quadrado integrável em todas 
as coordenadas, e para isso R(x) precisa ser quadrado integrável com respeito 
a x, que varia de O a +oo (uma vez que x é r a menos de um fator constante 
positivo). Das duas soluções linearmente independentes de R(x) para « muito 
grande, precisamos, portanto, descartar o termo e” /x, uma vez que diverge em 
+oo, mesmo com x no denominador. 

Retornando à EDO (393), temos que o comportamento assintótico de R(x) 
quando x — +oo deve ser aproximado por 


AREIA, 
x2 


Quando x, no intervalo O < «x < 1, é muito próximo de zero, o fator 


predomina, de modo que a equação diferencial possa ser aproximada por 


d2R dR 
pol a MADR(Z)=0 (396) 
dx? da 


que é uma equação de Euler-Cauchy. Fazendo a substituição R(x) = x”, temos 
que 
R'(x) = vg! R''(2) = v(v — 1)y?"2 


Substituindo em (396), obtemos 
v(v— Da” +207º (+? =0 


Queremos que a equação seja válida para qualquer x, em especial x £ 0. Divi- 
dindo ambos os lados por x”, temos que 


O=vlv-D)+20-[(1+1) 
= +0-d(+1) 
=vv+D-Il+1) 


As soluções para v são as mesmas da equação indicial (368) que resolvemos na 
EDO de Bessel esférica: 


vi = e vo=—(1+1) 


Isso significa que a solução da EDO (393) tende à função 


R(x) = dig! + a (397) 


quando x — 0%. 

A condição de que R(x) seja quadrado integrável em [0, +00) implica que 
R(ax) não pode divergir em « = 0. Consequentemente, vamos desconsiderar o 
segundo termo da solução (397) de forma que 


250! => R(v)x dig! 
Então a solução da EDO (393), 


d? d 
EE pole DR PR | 


da? dz x x BRO (898) 


deve ter alguma forma do tipo 
R(x) = a'e “u(x) 


para alguma função desconhecida u(x). Fazendo essa substituição, na primeira 
derivada temos 


R'(ax) = «te “(ll — e)u(x) + 2!e “u'(x) 


e então 
22R'(x) = 2x!e "(1 — v)u(x) + 22He-2u' (a) 


Para a segunda derivada, temos 


R'(e) = - Dre u(a) + xle “u(a) + mle Tu" (a) 


2lx Teu (x) — 2a! te“ u(a) — 2x!e *u' (x) 


A última expressão pode ser simplificada para 
R'(x) = vle “u"(x) + 2x te? | — o u (x)+ 
+a2g* E -D+2x?- 2a] u(a) 
Logo 
2 R"' (2) = ue “u" (x) + Que | — o u (a)+ 
+ ate” a —D)+2?— 2a u(a) 


Agora vamos substituir essas expressões na equação diferencial (398), que é 
equivalente à EDO 


x ei + to — 2 R(x) + voxR(x) — (l+ DR(x) = 0 (399) 
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Portanto a EDO em termos de u(x) é 


qeu" (a) + 22e [41 — a)u'(a)+ 


vet|i-m+U-D)-ryr 4x IA DJuta) =0 


No fator entre parênteses de u(x), o termo quadrático x? desaparece, assim 
como os termos 2, I(l — 1) e —I(l + 1), e consequentemente 


qeu" (a) + 22e "(41 a)u'(a)+ 
vte? |(xo — 21 +D)- o u(x) = 0 
Por fim, podemos dividir ambos os lados por x'+le-” (pois a equação é válida 
para qualquer « + 0) para obtermos a equação diferencial 
cu(2)+2[+1 = vju(x)+ [xo — 2(1+D)u(x)=0 (400) 
A EDO (400) é uma variante da equação de Laguerre associada, que é 
voa) + [+11 a)v (x) + [xo —2(1+DJv(x)=0 


A diferença entre as duas equações é somente um fator 2 em u'(x). Entretanto 
ainda é possível estabelecer uma relação entre a solução u(x) da nossa equação 
e a solução v(x) da equação de Laguerre associada, como veremos adiante. 

Devido ao ponto singular em xo = 0, devemos usar o método de Frobenius. 
Na forma 


u” (x) À lt E e u'(x) À fia u +] u(x) = O (401) 
temos 
pj A = de Re a) 


Vemos que xo = O é um ponto singular regular, pois 


lim 2: P(x) = lim 2[1+1 a] =2(1+1)€ER 


x>0 


; 2. = = = 
lim a Q(a) lim v[zo 21+0D| =0€R 


À equação indicial é 
a(a— D+2(1+Da=0 


À primeira solução é ay = 0, e para a segunda, 


oo-1I+(4+1)=0 => 0, =-2 
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Como a; — as é um inteiro não-negativo, pelo caso inteiro do teorema de Fro- 
benius (6.1), duas soluções linearmente independentes são 


un (a) = 7 > Ant” = > ant” (402) 
n=0 n=0 


ua(x) =12 53 bnx” + [ô0(1— 10) + KJu (2) In] 
n=0 


fps : 
= > dna” + [oo(1 > K) + KJu(x) me 
n=0 


com K arbitrário. O termo óo(1— K)+K é justificado pela exigência do teorema 
de Frobenius (6.1) de que seja igual a 1 caso | = 0. 
Para a primeira solução, temos 


oo oo 
(x) = > nagt"! = >(m + Dana” 
n=0 n=0 
oo oo 
TRC E > n(n — Dong"? = > (m + Dnangix"”! 
n=0 n=0 


Substituindo essas expressões na equação (400), obtemos 


x So n(n + Dan! +2(141) > + Danqt”— 
n=0 n=0 


273 nana"! + [792140] ana" =0 
n=0 n=0 


> [nn ED +20 + D(n + Dans + (xo — 2(1 +) — ema, 2" = 0 


n=0 


Devido a independência linear dos monômios x”, temos que 


(n(n+D)+20+D(n+Danma+(vx—21+D)-2n)an=0 Yn>0 
e portanto a relação de recorrência é 


2n+2(1 +) — x0 


> 
nr Dn” 20 


An+1 = 


Fatorando o numerador e denominador, temos a sua versão mais simplificada, 


n+D(n+2+2) 


An41 = ; an Yn>0 (403) 
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com ao £ O arbitrário. 

Queremos encontrar o comportamento da recorrência (403) quando n é muito 
grande (e consequentemente quando x é muito grande). Uma possível apro- 
ximação é dada pela expressão 


2n 2 
Anti 2 Un = — Qn 
n n 


Entretanto ela é problemática para obter a; usando ag (e consequentemente para 
obter os demais coeficientes a, também). Então vamos usar uma aproximação 
melhor: 

2n 2 


=—— q 
n+1 
Como é uma relação simples, vamos aplicá-la recursivamente: 


2 2 2 2 2 
n+1 nn-l n-2 001 


O a 


Anti ag 


E evidente que a constante 2 no numerador resultará em uma potência 27H 
multiplicando ao, enquanto que o denominador será o fatorial de n + 1: 
gn 
GI E —— 40 
PAS au O! 
ou seja, 
da 


An — =| TO 
n. 


Mas esses são justamente os coeficientes da série de Taylor da função age?” : 


Ei 2: Ta 
0 
, do— x" = , — (22)” — age?” 
n! n! 
n=0 n=0 


Isso significa que se x for muito grande, a solução da equação diferencial 


2 
POR gira É to , Ml+1) 


| R(x)=0 (404) 


se comportará como 


u(x) = ae “e — gle” 


que diverge quando x — oo e portanto essa solução não será quadrado-integrável. 
Revendo atentamente a relação de recorrência 
n+1D(n+21+2 


An41 = jm Yn > 0 (405) 


podemos ver que se x9 for um número tal que 2(1+1+n) — x9 = O para algum 
n =n, então an+1 = 0. Isso trunca a série (402) de w (x), resultando em um 
polinômio Ui (x). Ou seja, a solução 


u(x) = ve? Ui(a) 
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será quadrado integrável e, portanto, a solução para y(r,t) será normalizável. 
Usando a relação de recorrência (405) com 


xo=21++n) 


resulta em 
n—n' 


n+D(n+21+2) 


Os primeiros termos dessa relação de recorrência são 


(.2en PA(APn(n'-1) 


An (406) 


Ant = 2. 
( 


PURO apare PEÃO sao Ra 
23. (IPB .n'(n'— D(n' — 2) 
as = q — a 
+ E duo Op OLEO) 
22. (-Dn(n! Dn! — Dn! —3) 
aq—= a — a 
O DRE TO ES 
Vendo esse padrão, é plausível tentar 
ram Toa j 
= . <n< 
An = 40 E] IH ENA Yn, 1<n<n (407) 


k=2 
Colocando a expressão (407) na relação de recorrência (406), temos que 
n—n 
(n + D(n+21+2) 
Ele) Dra 


(M+DM++D) nl -m! dar 


Ant1 = 2:40 An 


=2-a0 


entar a 
On Dl (o (nr) dor 


que é (407) substituindo n por n + 1. Portanto a relação foi provada. 
Podemos simplificar a expressão (407) para 


onde 


(1) = mu 


é o coeficiente binomial. Além disso, como o produtório age n vezes, podemos 
incluir o fator (—2)” nele: 


n! n+1 2 ) 
ma) Yn,1I<n<n (408) 


Agora voltando à equação de Laguerre associada, 
vu"(x) + [lo+1— eJu'(ax) + [xo — 21 + lo)/u(z) = 0 (409) 


Sem o fator 2 em v'(x), podemos verificar o que muda no cálculo da série infinita 
oo 
Ed (410) 
n=0 


na equação diferencial (409) e assim encontrar a seguinte relação de recorrência: 


nn 


(n + D(n + lo + Tr 


p= (411) 
xo =21+lo)+n => n'=19-21+1) 


O resultado da série (410) será um polinômio L'º, (x) de grau mn”, e esses são 
chamados de polinômios associados de Laguerre. 
A ausência do fator 2 na EDO (409) automaticamente nos leva aos termos 


gerais 
n a 1 
ba =b . = Yn,1I<n<n 
(1) N( o) missa 


ou equivalentemente 
Jeil 


air 1 (8) cuz 


Podemos escolher by para cada polinômio de grau n” de forma que simplifique 
a expressão (412) 


E ep 


de maneira que 
ba= l 
n (n” = n) E] 0 + k 
Ene n+41 
E o produtório também pode ser simplificado: 


! 


IH o+:=(6+n+40) (Go +n+2)-...(lo+n)= 
k=n+41 


(lo + nº)! 
(lo + n)! 


e então (ap ses 
e E , 0) n): 
da lin! > nm)! (lo +n)! o) 
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Usando a relação (413) podemos encontrar os primeiros polinômios associa- 
dos de Laguerre: 


Et) =1 

Ie(a)=-2+ho+41 

Lº(a) = ; [22 — Alo + 2)x + (lo + D)(lo + 2)] 

ERAS al 2º + 3(lo + 3)a? — 3(lo + 2)(lo + 3)x + (lo + 1)(lo + 2)(lo + 3)] 


Comparando as relações de recorrência (406) e (411), podemos construir 
uma relação entre os polinômios L/,(x) e Ul,(x). Note que se fizermos 


n+lo+l=n+U+2 > h=2U+1 


os denominadores das relações de recorrência serão idênticos. Entretanto ainda 
há um fator 2 na relação de Ul,(x). Mas note que essa constante pode ser 
absorvida no argumento da série 


ue = So age (414) 
n=0 


uma vez que essa constante implica na aparição do fator 2” nos termos ge- 
rais (407). Isso significa que se colocarmos 2x ao invés de x no argumento do 
polinômio L!, (ou equivalentemente substituir x” por (27)” na série (410)) e 
fizermos aq = bo, obteremos exatamente a mesma relação de recorrência de Eos 
Em outras palavras, temos 


UL. (x) = Li (2x) = 12H (29) (415) 


No contexto da mecânica quântica, reservamos o caractere n para denominar 
o número quântico principal do átomo de hidrogênio (aqui já podemos esquecer 
o n como sendo o n-ésimo coeficiente do polinômio). Esse número é definido 
pela expressão 
n=n'+1+1 


onde n” denota o grau do polinômio. Então 
n'=n-1i-1 (416) 


Note que n” precisa ser maior ou igual a zero (já que indica o grau de um 
polinômio), o que implica 


n-lL-1>0 => |I<n-l 


ou seja, | não pode ser arbitrariamente alto. 
Substituindo (416) em (415), obtemos 


Ux) = Lo a(20) 
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Finalmente, a solução final para a EDO radial (em termos de x) é 
Rala)= 2 "EE (de) (417) 


Agora lembrando que 


e que 
2moe? 
r=aã%0a 
4regh2 
então 
Moe 
fre 2 Tr 
4nregh 
0€ 1 
Chamando a constante 5 de —, obteremos 
4regh a 
a 
=> — 
an 


Substituindo na equação (417), obteremos a solução radial para 7: 


rato 2141 2r 
Rar) = (=) pur (418) 

A segunda solução do método de Frobenius possui um logaritmo In |x| multi- 
plicando um termo uy (x) que é diferente de zero em x = O (sabemos disso porque 
ao * 0, caso contrário u seria a solução nula). Consequentemente essa solução 
terá um comportamento duvidoso nesse ponto. Manipulando a EDO (400) para 
a forma 


l+1— 
u(x) | 2 + l , 
x 


u (x) À (x) = 0 


podemos usar a identidade de Abel (6.5) no intervalo (0, +00) para mostrar que 
o wronskiano W (wi, u2) das duas soluções linearmente independentes é 


“d+1l-a' 
Wit cus)(o) = Cexp( [: ; E dz!) 


(o) 


=C-exp(-2 [ Ea — tar!) 
x 
zo 


=C-exp (au demo in( 5) + 2(a — co) 


To 


to A+, 
x 


com xo € (0, +00) el > 0. Então o wronskiano não converge quando « — 0+, 
o que implica (conforme vimos na equação de Bessel esférica) que uma das 
duas soluções diverge em x = 0. Sabemos que u(x) não diverge nesse ponto 
e portanto us(x) diverge. Então descartamos essa segunda solução e ficamos 
apenas com a função radial (418) que encontramos anteriormente. 

As primeiras soluções radiais do átomo de hidrogênio, dadas pela expressão (417) 
estão ilustradas nas figuras (23), (24) e (25). 
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Soluções do átomo de hidrogênio com | = O 


Figura 23: Primeiras quatro soluções radiais do átomo de hidrogênio com | = 0. 


Soluções do átomo de hidrogênio com | = 1 


104 


0.84 


0.64 


0.44 


R(x) 


0.24 


-0.2 4 


Figura 24: Primeiras quatro soluções radiais do átomo de hidrogênio com | = 1. 


7.2 Os níveis de energia 


Para encontrarmos os níveis de energia permitidos pelo átomo de hidrogênio, 
devemos lembrar que 
vo=21+l+n)=2n 


E da definição de xo: 


2mpe? 


E 47eghy—2mo E 


Lo 
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Soluções do átomo de hidrogênio com | = 4 


0.34 


0.24 


0.14 


R(x) 


0.04 


E, 5 De | 


Figura 25: Primeiras quatro soluções radiais do átomo de hidrogênio com | = 4. 


Portanto, 
2moe? 
4renhiv—ImoE 


me? 1 am 
. =4n 
4regh 2mo E 


Finalmente, os níveis de energia do átomo de hidrogênio são 


m e? é 1 
En=-— 41 
2h2 (1) n?2 (Ao) 


2n 


Agora note que 


2 2 
Es Bb E 
; 2h2 (1) 


o que significa que podemos reescrever a expressão da energia (419) como 


É, 
En=—S 
no 
A menor energia é a com n = 1, Ej. Usando os valores conhecidos da carga e 
massa do elétron, e e mo respectivamente, além da constante de Planck reduzida 
h e da permissividade elétrica no vácuo eo, obteremos 


E, =-13,6eV 


que é a energia necessária para ionizar um átomo de hidrogênio com seu elétron 
na órbita mais estável, pois o elétron se liberta do átomo com E = 0. 
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Por fim, a solução para a função de onda 1)(1,0,y,t) é dada por 
Yntm (1,0, 9,t) = Ani Rail”) Yim (8, p)e EmA 


| 9 . 
= Au (m) efrerdot, (=) Vim(O, Je tEn/h (420) 
am am 


onde A,; é uma constante que normaliza a função de onda 1), n é o número 
quântico principal, | é denotado como número quântico orbital, m o número 
quântico magnético e E, é a energia do sistema, 


= Mo e? E 1 
Po 9h2 À4meg n2 
A solução geral é a soma das soluções particulares (420) em todos os três 
números quânticos (n,l e m), que corresponde à superposição de estados: 


É ) 2 
D 4m(—) ereção, (=) Vim (8, 9)e “th 
an am 


Agora sabemos que 


2moe? 2moe? 
— fem “nm 
" 4reghv/—2moE, — 4reghy—2mokh 


Da equação diferencial 


To 


podemos fazer p(x) = x?, 


a(o)=2+r,2x-Ml+1I) e qla)=2+xo,x-Il+1) 


Sen > j, então q; > q2 para qualquer x > 0. Então p,q e q2 satisfazem as 
condições do teorema da comparação de Sturm (4.3), assim como as soluções 
Ra(x), o que implica que entre duas raízes de Ra(x), haverá pelo menos uma 
raiz de Rn+1, Rn+2, Rn+3 € todos os demais. Isso pode ser visto nas figuras (24) 
e (25). 

7.3 Propriedades dos polinômios associados de Laguerre 
7.3.1 Ortogonalidade e completude 


A função R,(x) = ale" LH (2x) (aqui n volta a denotar o grau do polinômio 
de Laguerre associado) é solução da equação diferencial 


2 R'(r)+22R(x) + [—- 2º + coz — (+ 1)|R(x) =0 (421) 
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que pode ser reescrita como 


E (8) e orme teias 


ou então j E 
ER CORA + [a(x) + Aw(x)| R(x) = 0 
com p(x) = «2, q(x) = (UI +1) +22), À = x9 e a função peso w(x) = 2. 


Novamente não usamos I(! + 1) como autovalor já que este está reservado à 
EDO de Legendre associada. Então Rn(x) é uma autofunção de autovalor xo 
do problema de Sturm-Liouville 


LR+AwR=0 
com as condições de contorno 


R(0)eR e lim R(x)=0 


L—00 


e o produto interno a 
(1,9) = [ Fa)g(x)ax de 
0 


Note que n (o grau do polinômio) depende biunivocamente de x, pela relação 
vo=2%Ul+l+n) 
Vemos que esse problema satisfaz a condição 
dim, Vuw(a)Rn(x) = dim x pe or O =) 


e portanto podemos usar os resultados da teoria de Sturm-Liouville. 
O teorema (4.12) nos garante que as funções Ra(x) satisfazem a relação de 
ortogonalidade 


! Ra(x)Rm(2)x dae — É pie pl (or prio) dr = tudo (402) 
0 0 


onde c, denota o quadrado da norma de Rn(x). 
Podemos deixar a equação (422) mais limpa se fizermos q” = 2x, dx” = 2dg: 


oo 
sm i e e (o) dr = Cad 
Se retirarmos a EDO (421) do contexto do problema do átomo de hidrogênio e 
tratá-la de forma completamente independente, podemos afirmar que o número | 
pode ser qualquer real, uma vez que isso não é condição para truncar as relações 
de recorrência (406) e (411) que geram os polinômios associados de Laguerre 
(a exigência | inteiro vem da EDO dos polinômios associados de Legendre). A 
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única mudança que teria de ser feita é substituir os fatoriais das expressões dos 
coeficientes a, ou b, que envolvem [| pela função gama 7. 

Chamando a = 21 + 1, incorporando a potência de 2 à constante c, e mu- 
dando a variável muda x” para x, obteremos a relação de ortogonalidade dos 
polinômios associados de Laguerre: 


! sie tro Le (ds dida 
(0) 


para alguma constante d,. 
A teoria de Sturm-Liouville também nos garante que as autofunções 


um(a) = v!e LH (2x) 


formam uma base infinita ortogonal do espaço L2(0,00), de maneira que 


r= ss FERE una) = 3 cutmlz)  VfEL0,00) (423) 
n=0 as n=0 
com o 
Fax)aeHe-= LUH (2x) de 
Cnl = EE Unt) Ta h (424) 


2 

(Uni, Uni) K 1H ee 2 (29) dx 
0 

Exemplo 7.1 (Distribuição de Poisson no raio). Queremos que o elétron não 

fique perto do núcleo mas ao mesmo tempo não muito longe. Uma função 

plausível para a parte radial da função de onda y é a distribuição de Poisson, 


ate” 


k! 


g(x) = (425) 
Estamos usando x ao invés de r para facilitar a compreensão, pois x só difere 
der por um fator positivo. Podemos usar a expansão em autofunções dada pela 
fórmula (423) para que a função Rn(x) se assemelhe à função (425). Usando 
k=7T,l=1 eapenas seis autofunções Ra(x), obteremos o gráfico da figura (26). 
Os resultados foram obtidos usando três programas em Python: um para calcular 
os coeficientes da série de Taylor usando a relação de recorrência (406) (código 
no apêndice (J.1.1)); outro para obter as normas das autofunções do átomo de 
hidrogênio(J.1.2); e um terceiro programa para calcular as coordenadas (g, Uni) 
e imprimir a expansão em autofunções na tela (J.1.3). Usamos apenas seis 
autofunções para ilustrar a convergência, pois ao usar mais do que isso, as 
diferenças ficam imperceptíveis. 


Exemplo 7.2 (Distribuição senoidal no raio). Agora queremos que Ra(x) tenha 
uma aparência próxima de uma senoide, 


g(ax) = sin(x) (426) 
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Expansão em autofunções do átomo de hidrogênio com | = 1 


0.150 4 — exp 
— g(x) 
0.125 4 


0.100 4 


0.075 4 


g(x) 


0.050 4 


0.025 4 


0.000 1 


Figura 26: Expansão em autofunções da distribuição de Poisson (425) do átomo 
de hidrogênio usando apenas 6 autofunções com |= 1 ek =T7. A linha azul é a 
expansão formada pela combinação linear de seis autofunções. A linha verde é 
a função (425). 


Apesar da função seno não ser quadrado integrável em +oo, podemos usar a 
expressão (423) para obter a projeção da função seno no espaço gerado pelas 
autofunções do átomo de hidrogênio. Iremos mostrar a função não normali- 
zada para ilustrar a convergência da expansão. Com isso, obteremos o gráfico 
da figura (27). Note o fenômeno de Gibbs acontecendo próximo à origem, ocor- 
rendo grandes variações em torno de g(x) até se estabilizar. As autofunções são 
forçadas a tenderem a zero quando x é muito grande devido ao fator exponencial 
e? de Ra(a). 


7.3.2 Relação de recorrência entre diferentes polinômios 


Sejam os polinômios associados de Laguerre 


Re)= > dem 
k=0 


com os termos by calculados pela relação 


de forma que 
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Expansão em autofunções do átomo de hidrogênio com | = 1 


— exp 
— g(x) 


g(x) 


Figura 27: Expansão em autofunções do átomo de hidrogênio da função 
seno (426) usando vinte e cinco autofunções com | = 1. A linha azul é a 
expansão formada pela combinação linear das autofunções. A linha verde é a 
função seno. 


Derivando essa expressão em relação a x, obteremos 


d n (= 1)*k ( En n)! = 
dg Pm(x) = x [ o) ; (+ ae 
o RC La a pr 
E x É Dn! (+ ae 


Fazendo a substituição de índice k' = k — 1, temos que 


d nal (S1)P A (1 +n)! 
qa nl) = A [me —-D-k)! (L+k +)! 


k' 


Mudando o índice mudo para k e retirando um fator —1 do somatório, temos 


d ns feijo (+ mn)! 
de=" 4 ce DD Ter 


qr 
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Mas isso é precisamente o simétrico do polinômio associado de Laguerre de grau 
n— 1 e com índice | +1: 


n 


“Ja (o) | (1 | 
= [O 


no E OUMM- DL (++)! 
B pl (—1)* Mm! k 
EM DL (+k+D)! 
o que implica 
E LA(o) = HI (x) (427) 


Inserindo (427) na equação diferencial 


= Ln(2) + [xo—21+D]L(2)=0 


na qual esses polinômios satisfazem, obtemos 

eLto(a) — [141 — 2] Lt (x) + [xo — 2(1+0]Ln(2)=0 
e então 
[+12] Et (0) — l$3(0) 


Mas como xo = 21 +) +n implica xy — 2(1 + 1) = n, temos a relação de 
recorrência 


Es! 


L (a) E lt ah es 2] LEA (a) EL) (428) 


n 


A equação (428) nos permite calcular os próximos polinômios sabendo apenas 
dois com graus consecutivos. 
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A Núcleo de Dirac 


Teorema A.1. Seja Di(x) a função definida pela expressão 


k 
Dy(x) = — E - Scos() (429) 
n=1 


também denotada como Núcleo de Dirac. Essa função possui as seguintes pro- 
priedades: 


1. Du(x) é uma função contínua, par e periódica de período 2L. 


2 Dy(0) = - (++ 5). 


-L 
1 
sm|(4+5) E 
4. Dela) = 3L ES sex não for um múltiplo inteiro de 2L. 
sin( — 
2L 
Demonstração. 1. As funções constante e cosseno são ambas contínuas e pa- 


res, e portanto a soma delas também é contínua e par. O período T de 
De(x) é determinado pelo período do primeiro cosseno da somatória, ou 


T T 
seja, pela diferença — — 0 = 27, e então — =2r,ouseja, T=2L. 


2. Fazendo «x = 0 em (429), obtemos 


k 
Ed Be 1 
D()=>+>5 1=>+5D=0([k4 

(0) TD PL” E :( 5) 


n=1 


3. Integrando (429): 


x 1 É L nTL 
=— - dia 
Z| *Ih se os(—) 

E n=1 
1 (RE j É 
Tm. 
de el E 
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4. Pelas propriedades da função seno: 


sin(A + B) = sin(A) cos(B) + cos(A) sin(B) 
sin(A — B) = sin(A) cos(B) — cos(A) sin(B) 


sin(A+ B) — sin(A — B) = 2 cos(A) sin(B) (430) 


na 
Vamos escolher A = “Lo com n > 1,e B um valor tal que 


A+B=C-(n+5) e A-B=C-(n-5) (431) 


para algum C £ O. Dividindo uma equação pela outra de (431), obtemos 


A+B n+5 


xs 432 
A-B n- 5 (642) 
at y n+a 
Para simplificar as expressões, vamos denotar N, = 7, onde 
n— 1 
2 
1 2 
N-l=—— e N4l=D 
Nas. 4] 
Na+t1 2n 


Retornando à equação (432): 
ADA =eNAsNçoB 
B-(1+N)=4A(Na-1) 


Na— 1º nz 1 Ta 


E ra E Dn DE 
e então 
PRE = Peep poi MR 
L 2L L 2 
nnx TaL Ta 1 
DRE = (n 5) 


Substituindo essas expressões em (430), obtemos 


sin(SE | 5) sin (SE 5) = 2cos( TT) sin(55) 


Agora vamos aplicar o somatório em n em ambos os lados: 


Dn(5E (+ 5) csn(E (1-9) =200 (32) Ecos) 
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Note que o primeiro membro é uma série telescópica. Se definirmos 


então 


k 


> Anti — An = Ak41 — 


E =sin( E (h+ 5) sin( 5) 


cen(TE (+) -en(go) 


E agora vamos isolar o somatório do cosseno em (433): 


E TT 
ee 2sin(55) 
a Me 1 
alo 1 sin(E (+ 5)) 1 
— Fr (55) 2 
n=1 sin 2L 
Substituindo esse somatório na definição do núcleo de Dirichlet (429), 
obtemos 
(nã 1 
E a É sin(TE (+ 5)) 1 
RT NS sin(Z5) 2 
2L 
1 
p Sin (t+ 5) | 
Dylx) = 2L ; (5) 
sin 57 


como queríamos demonstrar. 


B Lema de Riemann-Lebesgue 


Antes de demonstrarmos o lema de Riemann-Lebesgue, precisaremos provar um 
outro teorema: 
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Teorema B.1. Se f é uma função real que é módulo integrável em um intervalo 
[a,b], então Ve > O existe uma função contínua b(x), também definida em [a, b], 
tal que 


b 
i (2) — le)lde < e 


e ao mesmo tempo 


Demonstração. Suponha que f seja limitada e integrável em [a,b]. Isso signi- 
fica que existe uma função escada inferior x definida no mesmo intervalo pela 
expressão 


x(x)=m; se vz <u<ar; com r=a e ze=b 


m; é o ínfimo de f no intervalo [x;-1,%;] 


b k 
tal que sua integral ) x(x) de = > milx; — x;-1) satisfaz 
a i=1 


[ tios [ urar<s 


b 
[to - apar <5 (434) 


ou equivalentemente 


Agora seja 1)y(1) uma função definida em [a, b], onde y € [0, 3], tal que 
se x € [Xi-1, Xi] 


tan(y;) à [x E L;—| se x € [xi 1, V;—1| 
Uy(a) = Mi se q € [v;-1, Wi] 
tan(y;) - [x; — 2] se x € [w;, Z;] 
onde 


To y sem;>0 
aaa —y sem;<0 


vi-i=t;- +|mil-cot(y) e w=2;—l|mi|-cot(y;) 
Em outras palavras, Yy(x) é uma função que gera trapézios em cada subintervalo 


[x;-1,%;] e os lados inclinados desses trapézios fazem um ângulo de y radianos 
em relação ao eixo x. Portanto a função 


(x) — Yy(x)| 


quando não nula forma triângulos retângulos cuja área no subintervalo [x;-1,; 


e 
Imil N (vi E Li) |m;| e (x; = Wi) 


2 2 


= Imil? cot(y) 
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uma vez que |y;| = y. E então podemos afirmar que 


b k 
fo beta) = vula)las = 35 Ima cot(y) 


Uma vez que f é uma função limitada em [a, b], existe M > O tal que | f(x)| < M. 
Isso significa que |m;|<M Vie então 


fia Ix(a (a)l da < SÍ MP cot( y) = k: Mº cot(y) 


1=1 
Uma vez que k é finito e a função cotangente é contínua no intervalo (0, 5], para 


todo e > 0 sempre podemos encontrar um y próximo de 3 tal que 


cot(y) < E 
92º 2kM? 


[ia outejtas < É 


Lembrando que como x(«) é uma função escada inferior de f, então | f(x) — x(x)| = 
f(x) — x(x) em [a,b] e então podemos concluir que 


e portanto 


[H(x) — dylae)da = [o IH) — x(x) + x(x) — by(a) da 


<p Ha) — x(0) + Ix(x) — vylm)| da 


= pas dede + [he Ix(z) — vila] dz 
Es € 
<e 
e ainda 
Yyla) = tan(y;) - [xo — xo] = 


o que prova o teorema no caso particular em que f é limitada. 

Agora suponha que f não seja limitada apenas nas extremidades do intervalo 
[a, b] mas ainda seja integrável e integrável em módulo nesse intervalo como uma 
integral imprópria. Então dado e > O existe algum 6 > 0 tal que 


b—ô 
mae dae E (435) 


2 
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dado que f é limitada em [a + 6,b — 6]. Consequentemente, podemos usar o 
teorema (B.1) em seu caso particular nesse intervalo e portanto existe alguma 
função contínua 1)(x) definida em [a + 6,b— 6] tal que 


b—ô 
foto vialda<s (430) 
a+ó 

evlard)=W(b-5)=0. 


Agora vamos expandir a função y(x) da seguinte forma: vamos definir uma 
outra função 1), no intervalo [a, b] 


Sa) sexela+ó,b-—S] 
Ya(x) = (0) sexela,a+ó)ouxe[b-6,b] 


E então 


a+ó 


b 
/ 6) = dulo)lde = / |f(a) — 0 des 


a 


b—ô b 
! (2) — Wlo)]de + / |f(2) - ojde (437) 
a b—d 


+ô 


Agora note que 


[irenar- [ ireenas]=| [Pirtojtas+ [O Irtoão 


Como ambas as integrais são não negativas, podemos retirar o módulo e afirmar 


que 
b b—ó 
x — x) d 
/ RO ps OE: 


E usando essa desigualdade e a de (436) em (437), concluímos que 


= [CP rtojtas+ [' Ho)de < E 


bô 2 


b 
ce e 
fino -usaldo<5+5- 
com bs(a) = b+(b) = 0, o que completa a demonstração para qualquer f 
integrável e absolutamente integrável. E 


Note que se f tiver outros pontos em que é ilimitada em [a, b] que não sejam 
as extremidades, podemos repartir em subintervalos em que f só seja ilimitada 
nas extremidades de cada subintervalo e aplicar o teorema. 

E agora podemos provar o Lema de Riemann-Lebesgue. 


Teorema B.2 (Lema de Riemann-Lebesgue). Se f é uma função integrável e 
integrável em módulo em um intervalo [a, b], então 


b b 
lim , f(x) -sin(kr)de =0 e lim / f(a) - cos(kx) de = 0 


k— 00 k—00 
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Demonstração. Suponha primeiramente que f seja limitada em [a,b]. Então 
existem uma função escada superior 7 e uma função escada inferior x definidas 
como 


T(x)=M;, se z1i<r<rx; com r=a e mzm=b 


M; é o supremo de f no intervalo [x;.1,4;] 
x(x)=m; se tz <u<ar; com r=a e zn=b 
mi; é o ínfimo de f no intervalo [x;-1, &;] 


que satisfazem 


7 rede [ xt dz = [ trtey-xteas — BO OR E E : 


i=1 
(438) 
para um e > O arbitrário. Além disso, existe M > 0 tal que |f(x)| < M em 
todo o intervalo [a, b]. 
A demonstração do lema de Riemann-Lebesgue para o cosseno é análogo 
ao do seno, pois não faz nenhuma diferença substancial nas contas que serão 
feitas a seguir. Usando a mesma partição usada na definição de 7 e x, podemos 


b 
reescrever a integral HH f(x) sin(ka) dz como 


f scositisgas = 35] [” stosn(ispas 


Di t 


Somando f(x;) - 7 sin(kax) de — f(x;) - Ih sin(kax) dz = O em cada termo 


Zi-1 
do somatório resulta em 


[rs f(x) sin(ka) d 5-5 | F . f(x) sin(kx) de | + 
Fa) - ú — sin(ho) dz — f(x) - K — sin(ho) da 


= 


Til 


3 


b Ti 
! f(x) sin(ka:) de =, [co f sin(kx) da | + 


i—1 


» / “(H0)- Se) esinçho) dg 
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Note que 


Ti 


ê sin(kx) dz] = — - |— cos(ka) 
Ti-1 k 
Ti—l1 
1 
o |cos(kx;) — cos(kg;-1)| 
2 
o NE 
“k 
além disso, da desigualdade |f(x:)| < M em todo o intervalo [a, b], é trivial que 
[leds M 
a função seno é limitada: 
|sin(kx)| <1 


e para todo x E [x;-1, x;], temos 
|f(x) — Flxo)] < Mi; — mi 


visto que M; — m; é a diferença máxima entre os valores de f nesse intervalo. 
Com isso, podemos afirmar que 


<> fed]: + 


a sin(ka:) da: 


b 
/ F(a) sin(ka) da 


4 |f(a) — f(a;)| - |sin(ka)| de 


b 
F f(x) sin(kx) da 


< Du-G+D/ Quomdo 
i=1 i=1 " Ti— 


n 


2nM 
< = +> (M;—- mi): (x; — x) 


i=1 
Agora note que esse somatório é o mesmo que aparece em (438): 


n 


>a(M; e mi) . (x; ma L;-1) < 


i=1 


ola 


Além disso, para todo e > 0, podemos encontrar um K tal que 
2nM : € 

k 2 

para todo k > K. Isso significa que 

€ 


2 


= € 


b 
/ f(x) sin(ka) da 


ento 
2 
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Em outras palavras, 
b 
lim f(x) - sin(kax) de = 0 
k>00 Ja 


o que prova o teorema no caso particular em que f é limitada em [a, b]. 

Agora suponha que f não necessariamente seja limitada em [a, b], mas ainda 
seja integrável e absolutamente integrável nesse intervalo. O teorema (B.1) 
garante que existe alguma função contínua Y) definida em [a,b] tal que 


[iro- (lda <5 


Como a função (x) é contínua em [a, b], então ela é limitada nesse intervalo e 
podemos usar o lema de Riemann-Lebesgue para (x) e afirmar que 


€ 
EL us 


x) sin(ka) da 5 


Agora seja a integral K f(a) sin(kx) dz. Somando o termo 


[e bla) sin(ka par ft ú(a) sin(kx) de = O 


à integral, obtemos 
b b 
H f(x) sin(kx) de = á f(x) sin(ka) de+ 


b b 
! W(a) sin(ka) de [ W(a) sin(kx) da 


b b b 
i f(x) sin(kx) de = F W(x) sin(ka) de + [ (x) — y(x)] sin(ka:) da 


Tomando o valor absoluto, concluímos que 


) sin(ka) dx| < ) sin(ka) da 


+ futo- o): [sin(ks)] de 


a aan 


2 a 
as 

2 2 
<.:€ 


o que completa a demonstração do lema de Riemann-Lebesgue para qualquer 
função integrável e integrável em módulo. E 
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C  Unicidade de soluções de equações diferenci- 
ais de segunda ordem 


Teorema C.l. Seja a equação diferencial do tipo 


f(x) + an(ax) f(x) + ao(x) f(x) = g(x) (439) 


com as condições de contorno 


fla) + Bf(a)=c (01:81) A (0:0) 
ao f(b) + Baf'(b) =c> (2:82) (0,0) 


onde 01,092,81,02,C1 e cy são coeficientes reais e ao,a1 e g são funções reais 
contínuas em [a,b]. A solução existe e é única se e somente se existirem duas 
funções linearmente independentes uy e uz tais que são soluções da equação 
homogênea 


I 


ut (x) + a (a)uí (x) + ag(a)u (2) 


I 


0 
0 


, 
1 
us(x) + a(a)us(x) + ao(z)us(x) 
obedecendo as condições de contorno e simultaneamente 


oru(a) + Brui(a) arus(a) + Brus(a) 
E PRP RETO RO O a 


Demonstração. Sabemos que a solução geral de (439) pode ser escrita como 
f(x) = Ayu(x) + Asusa(x) + fo(x) (440) 


onde uy e us são soluções da equação homogênea u” (x:)-+ay (a )u'(x)-+ag(a)u(x) = 
0, A, e À, são duas constantes arbitrárias e fp(x) é uma solução particular 
de (439). Substituindo f nas condições de contorno, obtemos 


onlAsu(a) + Asus(a) + fo(a)] + BilArui (a) + Asus(a) + fi(a)] = cy 
ao[Avu(b) + Asua(b) + fo(b)] + Bo[Arus (b) + Asus (b) + fi (b)] = c» 


Colocando os coeficientes 4; e A, em evidência e colocando os termos com as 
soluções particulares para o segundo membro, obtemos 


Ailoru(a) + Bru (a)] + Asfarus(a) + Brus(a)] = ci — ou fp(a) — Brfpla) 
Aifazu (b) + Boui (b)] + Asfazus(b) + Baus(b)] = c> — as fo(b) — Ba f;(b) 


No formato matricial, temos 


ayui(a) + Brun(a) arua(a) + Bruta) H Ay | E | cy — ou fo(a) — Bi fpla) 
azui(b) + Bau (b)  aruz(b) + Bous(b) Ao c2 — aa fo(b) — Ba fold) 


303 


O teorema (1.37) garante que esse sistema de equações matricial só possui uma 
única solução se e somente se 


arui(a) + Biuí(a) aqua(a) + Brus(a) 
RO RE CRT RR O 


Se esse for o caso, A; e A, são únicos e então a solução (440) é única. E 


Teorema C.2. Seja a equação diferencial (439) e também as constantes reais 
21,02,B1 e Bo tais que 


(01:81) £ (0,0) e (a2;85) £(0;0) 


Se vi eva são duas soluções linearmente independentes (439) definidas no in- 
tervalo [a,b| e, além disso, um e uz também são duas soluções linearmente in- 
dependentes da mesma equação no mesmo intervalo [a,b], então 


orvi(a) + Brvi(a) arva(a) + Brvs(a) 
de | aovi(b) + Bavi(b)  asva(b) + Bovs (b) | 0 (441) 


se e somente se 


orun(a) + Bru(a) oxus(a) + Brus(a) 
de [ asus (b) + Boui(b)  asus(b) + Bous(b) | 0 (442) 


Demonstração. Ambos os conjuntos (vi, v2) e (uz, uz) formam uma base para 
o espaço das soluções da equação (439), uma vez que a dimensão desse espaço 
para EDOs de segunda ordem é 2. Isso significa que podemos escrever uma 
solução em termos de outras duas: 


vi(x) = crrui(x) + cioua(a) 


va(a) — coru (a) a cogua(a) 


=| Gi G2 |. us(x) 
Ca Co ua(x) 
Note que as linhas da matriz quadrada precisam ser linearmente independentes 
entre si, pois caso contrário poderíamos multiplicar uma linha por uma cons- 


tante e verificar que v; e vj seriam linearmente dependentes, o que contradiz à 
hipótese. Portanto podemos usar o teorema (1.34) que garante 


No formato matricial, temos 


der | a | 0 (443) 


Multiplicando essa matriz quadrada de coeficientes pela transposta de (442), 
obtemos 


[ac Lato mito) aim) + Ba | 


= | da di» | 
da doa 


304 


onde 


dy = arc (a) + Bremul(a) + QICi2uU9 (a) + Brcigus(a) 
= Qi[enu (a) + cipus(a)] + Bi [emul(a) + cipus(a)] 
= aqvi(a) + Brvi(a) 


dio = QoCiu (b) + Bacru4 (b) + QoCy9U9 (b) + Bacyous(b) 
= 09 [crua (b) + cioua(b)] + Ba [en ui(b) + cigus(b)] 
— avi (b) + Bovi(b) 


da — arcar (a) + Breouí(a) + QI C92UQ (a) + Brcogus(a) 
= oalcou(a) + cozua(a)) + Bileoruí (a) + cozus(a)] 
= ayva(a) + Brva(a) 


dao = as corum (b) + Bacoul (b) + Q9C99U9 (b) + Bacogus(b) 
=— Q9 [cora (b) + cogua(b)] + Ba [coru4(b) + cogus(b)] 
= agva(b) + Bova(b) 


Com isso, perceba que a matriz resultante [d;;] é a transposta de (441). Uma 
vez que o determinante da matriz de coeficientes (443) é diferente de zero e 
que o determinante da transposta de uma matriz é o determinante da própria 
matriz, segue que o determinante de (441) só pode ser diferente de zero se e 
somente se o determinante de (442) também for diferente de zero. E 


D Soluções da equação homogênea do operador 
de Sturm-Liouville 


Teorema D.1. Se existirem duas soluções uy e uz da equação homogênea que 
obedecem à condição de unicidade (246), então também existem duas funções v1 
e va linearmente independentes definidas em [a,b] que satisfazem Lv, = Lvs = 
0, 


orvi(a) + Brvi(a) = 
avova(b) + Bavs(b) = 


e ainda 


W(v,,v2) = det | o vaz) | 0 Vxe [a,b] 


va(a) 


onva(a) + Byvs(a) £ 0 
agvi(b) + Bovi(b) £ 0 
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Demonstração. Sejam wu; e us duas soluções da equação homogênea Lu = O que 
satisfazem a condição de unicidade. Vamos definir uma matriz quadrada [c;;] 
multiplicando (246) por uma outra matriz: 


à ema) = Bad | [4 | 


“| orus(a) + Brus(a) —aru(a) — Brui(a) 
-| (6) —ooua (b) — Bau, (b) | 50) 


Uma vez que ambas as matrizes do produto tem determinante diferente de zero, 
segue que o determinante de (c;;) também é diferente de zero: 


Ca 


der | Ri aa | 0 (447) 
Ca2 


Agora sejam as funções vj e va dadas por 


que é equivalente ao par de equações 


vila) = caru(a) + croua(x) (449) 
va(x) = coruy(x) + cogua(x) (450) 


Aplicando o operador de Sturm-Liouville a ambas equações, obtemos a primeira 
propriedade de v; e v3: 


Lu(a) = cnlu(x) + cylus(x) = 
Lvs(x) = coalu(ax) + cooluo(x) = 


Do par de equações (449) e (450), também temos que 
O vi(x) | |em cp 40 u 
O vlz) | [ca ca 0 u 

Somando as equações matriciais (448) e (451), obtemos 


[ ne) dt | = [eu sn | (452) 


vala) vs(a) us(x) us(x) 


Perceba que a matriz do primeiro membro de (452) é a transposta da wronskiana 
das funções v; e v>, assim como a segunda matriz do segundo membro é a 
transposta da wronskiana das funções wu, e us. Como uj e us são linearmente 
independentes por hipótese, segue que o determinante da wronskiana das funções 
u1 e uz é diferente de zero. Além disso, o teorema (1.42) garante que essa 
desigualdade seja verdadeira para todo « em [a,b). Com isso, sabendo que o 
determinante de uma matriz não muda com sua transposta, e que o determinante 


(451) 


== 
A 
ss 

NE 
E = 4 
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dos coeficientes é diferente de zero (447), obtemos a terceira propriedade de v1 
e vs (assim como a independência linear entre as duas funções): 


Witaum) = der | O MO [40 veclad (453) 


Agora vamos multiplicar a matriz do primeiro membro de (452) pela matriz 
coluna dos coeficientes q, e B1: 


| vz) vi(a) | | 01 | E | onvi(a) + Broi (a) | (454) 


vo(o) óleo) 


Mas também, pela equação (452), temos 


Ro SR 


Portanto, fazendo x = a, obtemos 


cxvi(a) + Bivi(a) | [em co] [ oru(a)+ rui (a) 
| RS to | 


onva(a) + Brva(a) Co Co2 


Comparando os valores da matriz coluna do segundo membro com os coeficientes 
de (446), concluímos que 


| onui(a) + Brvi (a) | x | ent E | | | ae | 


orva(a) + Brva(a) C21 C22 ci 


—C21C12 + Ca2C11 


-| ú | (455) 


C22C11 — C21C12 


= | —c11C12 + Ci2C11 | 


À primeira linha desta última equação matricial nos diz, então, que 
oyvi(a) + Bivi(a) = 0 


Agora iremos repetir os mesmos passos da equação (454) mas usando a matriz 
coluna dos coeficientes q3 e Ba: 


pese A a 


Isso significa que podemos encontrar as equações seguintes apenas trocando a1 
por as e 81 por 85. Neste caso, vamos usar x = bao invés de x =a: 


a sp o] 


agva(b) + Bavs(b) Com Co agua(b) + Bous(b) 
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Novamente comparando os valores da matriz coluna do segundo membro com 
os coeficientes de (446), temos 


cow (b) + Bro (b) | E | sido | | | o | 


agva(b) “E Bova(b) C91 C22 co 


I 


—C11C22 + C12C21 
—C21C22 + Co2C91 


— | C2021 — C11C22 
= | õ | (457) 


o que significa 
asva(b) + Bava(b) = O 


Portanto a segunda propriedade das funções vj e va descrita pelas equações (444) 
e (445) está demonstrada. 
Além disso, note que os termos resultantes das equações (455) e (457) 


C22C11 — Co1C12 
C12C21 — C11C22 


são respectivamente o determinante e o negativo do determinante da matriz 
[ci], cujo valor já foi demonstrado ser diferente de zero, o que implica na quarta 
propriedade das funções vj e vs: 


onva(a) + Byvs(a) 0 
aovi(b) + Bovi(b) O 


o que completa a demonstração. E 


E Operadores limitados 


Teorema E.1. Dado u e C(a,b) com |ull = 1 e o operador T definido pela 
expressão (279), a norma de T pode ser dada por 


IPI = ne Tu, u)| 
Demonstração. Da definição (4.1), temos 


[PI= sup [Pal 
Iull=1 


Mas também do teorema (1.10): 


[Pull = E | (o, Tu)| 


Iwl||=1 


ou seja, 


Uma vez que T é um operador hermitiano, temos 
(Tu,w) = (u,Tw) => 2(w,Tu) = (u,Tw) + (Tu,w) 


Além disso, 


> Ut Four w)—d((T(w-uw,w-—u)]= 
l 


2 


Tu +), a) + (Tu +), 0) — (Du — u),u) + (Tv — u),u)) 


= 5 Tua) + (Tw,u) + (Tu, w) + (Tw,w) — 
(Tw,w) + (Tu,w) + (Tw,u) — (Tu, u)] 


SUMA u),u+w — (T(w—u),w u)] = 5 B(Tw,u) +2(Tu u) | 
=(Tw,u) + (Tu,w) 
= (u,Tw) + (Tu,w) 
(u, Tuw) + (Tu, w) 
=2(w,Tu) 


Por outro lado: 


(ru + usuteo = IuteojP (7 ( u+uw Ni utu ) 


lu + 


< Iu + ul. Ps (Tu, u)] 
ul|=1 


Analogamente, temos 


(Tu — u),w — u) < ro — ulÊ. e (Tu, u)| 


Isso implica 


> UM Fu)u+rw)— d((T(w-—u),w—u)] < 


1 2 2 
u+w| +iw-—u - su Tu, u 
; ( [É lo =P) + sup [Tu] 


Mas expandindo as normas deut+wew-—u: 


u + wlP+ Io = ulÊ= (ut, u+w)+ (w-uw-—u) 
= (u,u) +2(u,w) + (w,w) + (w,w) — 2(u,w) + (u,u) 
= 2. Iul|2 + Ijuw]2] 
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E então finalmente chegamos à expressão 


2(u, Tu) < (Jul + ItolÊ) + sup [Pas] 
ull=1 


Lembrando que |Jul| = ||w|| = 1, temos 


2 tw, Tw|<(1+1)- sup (Tu, u)] 
Iull=1 


wo, Tu < sup (Tu, u)) 


Iull=1 
Em particular: 
[7 = es | (ww, Tu)| < na (Tu, u)] (458) 
ull=1 ul|=1 
Iwll=1 


Mas também pela desigualdade de Cauchy-Schwarz: 


o (Tu, u)| < Re [Pull ul < 17) (459) 
ull=1 ull=1 


Juntando as inequações (458) e (459), concluímos que 


ID = sup (Pu, w] 


| 
[E 


F Autovalores da equação integral de Fredholm 


Teorema F.1. Ou ||T|| ou —||T|| são autovalores de T. 


Demonstração. O teorema (4.17) garante que 


IPI = a (Pu, u)| 


Como as funções T(x,s), r(x) e u(x) são reais, então (Tu,u) também é real. 
Daí segue que existem duas possibilidades: 


ITI= sup (uu) ou JPl== inf (Tu) 
Iull=1 ul= 


Vamos supor o primeiro caso, uma vez que a demonstração do segundo é análogo. 
Como ||T7|| é o supremo de (Tu,u), com |/ull = 1, podemos construir uma 
sequência (un +, |/unl| = 1, un E C(a,b) tal que 


(Tun Un) > |T| quando n>5o00 


Dessa sequência, podemos construir uma outra, formada pela aplicação do ope- 
rador T' nos seus elementos: (Tum), |un|| = 1. O teorema (4.16) garante que 
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(Tun+ é uniformemente limitado e equicontínuo, e então podemos invocar o 
teorema de Ascolí-Arzela (4.18) nessa sequência para mostrar que existe uma 
subsequência (T'un;) que converge uniformemente em [a,b] para uma função 
contínua 9. Como consequência, temos 


Ve e la,b], [Tun;(2) — po(z)| > 0 quando j>00 


ou seja, 


b 
[Tum E Pol E | [Tun(x) e Polx) [Pr(a) de > 0 
o que implica 
[uns] = IIgol < |Tuns(2) — go(m)] > 0 
[Tun;]| — llol 


Agora calculando o quadrado da norma de Tum; — |T|jun;: 
|Tun; — ITlu;| = (Tun;— Tu; Dun; — |7un;) 
= [TunglÊ = 2: (Tung Tam) + [TI am) 
= [Tung|P = 2 (Tung tn) AUTIP  |ums]P (460) 


Uma vez que (Tunj,Unj) — ||TI| e [Tun;| > Ipol|? quando j > 00, temos 


2 2 2 2 
[Tun; — Tan] — Ipo É — 2-7] + 7] 
2 2 
+ IlpolÉ — [7 


Mas como a norma |[Tun ; — IT) é sempre não negativa, segue que 
2 2 
IIpollÉ — TJ" > O 


IpolÉ > IIT]Ê > 0 =» IpolÉ >0 


uma vez que ||T|| > 0. Isso significa que IIpo|? £ 0 e vo(x) não pode ser a 
função identicamente nula em [a,b]. Da inequação (284), temos 


[Puns||É < TIP: Iiens]|É = TIP 
Portanto, da equação (460): 


Tum; — UT; < TIP =2 [TT unjo tm) + IT 
<2ATP=2 TI (Tum Uni) 


Lembrando que (Tunj, Unj) — ||7|| quando j — oo: 


[Tun; = Tuas] > 217 = 2-7 =S0 
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[Pun; — 17Iluns]) — 0 
Por fim: 


0 <I|Tgo — |Tlpol] < 
To o T(Tun;) + T(T un) E [TT un; + [TT un; = [Teo || 


0 <ITpo— |Tpoll < [To — T(Tun;)|+ 
[TT unç) = UTUT uns] + MTUT un — 17 IIo|| 
Quando j — oo na primeira norma: 
|Too — TP uns) = [17 [po — Tum] 
> O umavez que Tur; > Po 
Para a segunda norma: 
[Tur UTI un] = [|7 [Tuny — 17 Its] | 
< AT [Tu — 17 Iun;| 
NE 
50 
|T(T un) TT un] — O 
e a terceira: 
(ITIT un; — ITIgo|| = 171 [Tum — 20] 
NE 
0 
MTUD un; — 17 llpo|| + 0 


Ou seja, o valor constante ||T o — ||T|lpo]| é confrontado inferiormente por O e 
superiormente por uma sequência que tende a zero. Isso implica 


[Pp — [7 llpoll = 0 => Too —I[Pllpo =0 
Too(x) = |Pllpo(x) (461) 
Como yo é contínua em [a,b), a equação (461) é válida para Vx E [a,b]. Em 


outras palavras, ||[T|| é um autovalor de T cuja autofunção é po(x). 
E no caso alternativo em que 


Ir== inf (Tua) 
ul|=1 
podemos construir uma sequência fun", |lunll = 1, un € C(a,b) tal que 


(Tum un) > —|T| quando n>5oo 


Refazendo os passos acima, isso leva à conclusão que —||T|| é um autovalor de 
7. 
E 


312 


G Polinômios de Hermite 


Teorema G.1. Dado £L? o espaço euclidiano das funções quadrado integráveis 
em todo o R com o produto interno definido por 


= 1 (s)ds 


2 oo 
[ESC ad] = [ Ha(sje “2 H(s)e 2 ds 


segue que 


= il H2(s)e *” ds (462) 
= 9"ni/m 


onde H, é o polinômio de Hermite de grau n cuja potência mais alta tem um 
fator de 2”. 


Demonstração. Os polinômios de Hermite também podem ser definidos pela 
fórmula de Rodrigues: 
d” 
Hn(s) = (—1)"e” e” (463) 


Substituindo (463) em (462), obtemos 


o H2(s cds Ei Ha( a(sje ds 


a d” 2 
= cur f Hal) ne ds 


Integrando a última expressão por partes, onde a exponencial é integrada e o 
polinômio é derivado, temos 


ia 2 —s? o n dr —s? e n E d ar —s 
e Hils)Je* ds=(—1) Hn(s) nci* — (—1) no as n(S) qaaci e ds 
e d adro 


Ta n(S) dif ds 


O primeiro termo da primeira linha desaparece uma vez que a derivada n — 1 
da exponencial é a própria exponencial vezes um polinômio, e esse termo decai 
rapidamente para zero em —oo e 00. 

Repetindo a integração por parte outras n — 1 vezes, obteremos 


ns H2(s e“ ds= (— pés pes ds 
ss ds” 
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A n-ésima derivada de H, é 2"n!. Para mostrar isso, basta ver que H, é um 
polinômio de grau n, e então apenas o termo de maior grau, n, não se anulará 
após as n derivadas. Como 2” é o coeficiente da potência mais alta e a n-ésima 
derivada de s” é igual a n!, temos que 


d” 
— Hals) = 2”n! 
E (s) n 
e portanto 
k H2(s)e ds = (tata! f cds 
=9"ni/m 
o que completa a demonstração. E 


Teorema G.2. 


É *Ha(sje ds=0 se k<n 


— 00 


Demonstração. Substituindo H, pela expressão (463), temos 


A s*Ho(sjJe ds = cu f (e) ste? ds 
8 


oo d” 
= (cu f ai Er e ds 
coa “OS 


k 


Realizando a integração por partes, onde derivamos s“ e integramos a n-ésima 


derivada da exponencial, obtemos 


2 


(9,0) 5 dr 
“Ho —s =(-9” k —s 
/ s (s)jJe* ds=(—1)"s Ea 


— 00 
— 00 


Po A Val a k—1 cds —s2 
=(—1) ks Pri ds 


— 00 


O primeiro termo da primeira linha desaparece uma vez que a derivada n — 1 
da exponencial é a própria exponencial vezes um polinômio, e esse termo decai 
rapidamente para zero em —oo e 00. 

Repetindo o procedimento mais k — 1 vezes, obtemos 


(0,0) a [o.0) k mn—k E 
/ sHalsje * ds = (=) E ú e * ds 


E pes dr—* 
= (net f his nene ds 
“6; AS 
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Podemos repetir a integração por partes mais uma vez, mas nesse caso a derivada 
de k! é nula e então 


(0,9) d” k—1 Ei 
k —s? o n-+k =5e 
/ s Ha(s)e ds = (—1) hino 
—00 
—00 
=0 
o que completa a demonstração. n 
no Ed . 
H Funções de Bessel esféricas 
H.1 Códigos em Python 
H.1.1 Encontrar as raízes e os coeficientes 
import numpy as np 
import math 
import os 
N MAX = 200 * número de coeficientes da série de taylor (não recomendo aumentar muito, pois pode dar o 
L MAX = 6 * número + 1 de funções de Bessel esféricas para serem calculadas (l = O também é calculad 
R MAX = 9 é número de raízes para serem encontradas 
delta = 10x*(-1) É precisão inicial para encontrar mudança do sinal 
precisao = 10x+(-10) % precisão de casa decimal para encontrar raízes 


* OBSERVAÇÃO: quando mais distante a raíz estiver da origem, maior será o erro 
% devido a soma finita da série de Taylor. 


* Normalmente erros na primeira casa decimal aparecem aproximadamente quando r > 35 


A = np.zeros((N MAX,L MAX+1)) * matriz dos coeficientes para cada L 
salvarcoef = True 


salvarraiz = True 


dirname = os.path.dirname( file ) 
filenamecoef = os.path.join(dirname, 'besselcoef.txt') 


filenameroot = os.path.join(dirname, 'besselroot.txt') 


def calcularcoef(): % usar a relação de recorrência e guardar os resultados no vetor A 


for li in range(L MAX+1): 


a[o,1i] = 1 
A[1,1i] = 0 
for n in range(N MAX-2): 
if (n%2==0): 
A[n+2,1i] = (-1)+*A[n,1i]/((n+2)+*(n+3+(2*11))) % relação de recorrencia 


if(salvarcoef): 
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38 


39 


40 


41 


42 


43 


44 


45 


46 


47 


48 


49 


50 


51 


52 


53 


54 


55 


56 


57 


58 


59 


60 


61 


62 


63 


64 


65 


66 


67 


68 


69 


TO 


7 


72 


73 


74 


T5 


76 


árd 


78 


79 


def 


def 


*% salvar os dados em um arquivo de texto 


coef file = open(filenamecoef, "w') 


for row in A: 
np.savetxt(coef file, row) 
coef file.close() 


return 1 


funcao(r,1): 

à = NMAX -1 

soma = 0 

while(i >= 0): 
soma = soma+r + A[i,1] 
i=i-ili 


return math.pow(r,1)+*soma 


calcularraiz(): é calcular raízes usando variáveis antes e depois para comparar o que aconteceu entre 


B = np.zeros((R MAX,L MAX+1)) 
for li in range(L MAX+1): 


x=0 

b = funcao(0,li) 
bx = 0 

i=0 

raiz = -1 


while(i < R MAX): 


a = funcao(x,1li) 


* função esférica de Bessel 


% matriz das raízes para cada L 


% parar apenas quando atingir o número de raízes requisitadas 


ax = x 
if(axb < 0): É inverteu o sinal, há uma raíz entre os pontos 
centro = -((a/(b-a))*(bx-ax)) + ax 


a = funcao(ax,li) 
b = funcao(bx,li) 
while(True): 


if(abs(a) < abs(b)): 4 qual extremo está mais perto da raiz 
bx = centro 
else: 
ax = centro 
if(b-a == 0): * evitar divisão por zero se a subtração for muito pequena 


B[i,1i] = centro 


break 


centro = —-((a/(b-a))*(bx-ax)) + ax 


if (abs(funcao(centro,1i)) < precisao): % quando a função é menor do que a precisão 


B[i,1i] = centro 


break 
a = funcao(ax,li) 


b = funcao(bx,1li) 


É raiz 
% finalizar busca dessa raiz específica, procurar outras 


% atualizar valores dos extremos 


print("Raíz ",i+1," / L=", li, “: ", B[i,1i]) 


j+=1 
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so b = funcao(x,li) 


81 bx = x 

82 x += delta 

s3 

84 if(salvarraiz): 

85 % salvar os dados em um arquivo de texto 
86 root file = open(filenameroot, "w') 
87 for row in B: 

ss np.savetxt(root file, row) 

89 root file.close() 

90 return 1 

91 


92 def efetuar(coef,rooot): 


93 if(coef == 1): 

94 print ("Calculando coeficientes...") 
95 calcularcoef() 

96 if(rooot == 1): 

97 print("Calculando raízes...") 

98 calcularraiz() 

99 print("Pronto!") 

100 


101 * calcular coeficientes ou raízes ou ambos 

102 cof = 1 

103 rot = 1 

104 

105  % se não calcular novos coeficientes, Ler a matriz dos coeficientes já calculados anteriormente 
106  if(cof == 0): 

107 A = np.loadtxt(filenamecoef).reshape(N MAX, L MAX+1) 


108 | efetuar(cof,rot) % calcular coeficientes ou raízes 


H.1.2 Encontrar as normas 


1 import numpy as np 
2 import math 


3 import os 


5 É nota: 

6 É essas três constantes precisam ser os mesmos do código que gera os coeficientes 
Tt Éeas que são usadas na expansão em autofunçções 

8 N MAX = 200 

9 L MAX =6 

10  R MAX = 9 


12 dirname = os.path.dirname( file ) 


13 filenamecoef = os.path.join(dirname, 'besselcoef.txt') 
14  filenameroot = os.path.join(dirname, 'besselroot.txt') 
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38 


39 


40 


41 
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43 


44 
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47 


48 
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52 


53 


54 


55 
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filenamenorm = os.path.join(dirname, 'besselnorm.txt') 


filenamenorm2 = os.path.join(dirname, 'besselnorm2.txt') 


A = np.loadtxt (filenamecoef) .reshape(N MAX, L MAX+1) % ler matriz de coeficientes 

B = np.loadtxt (filenameroot) .reshape(R MAX, L MAX+1) % ler matriz de raízes 

C = np.zeros((R MAX,L MAX+1))  &% matriz onde ficarão guardados as normas em relação a um raio especifico 
D = np.zeros((L MAX+1)) 4 matriz onde ficarão guardados as normas em relação ao infinito 

r00 = 3 é raio da esfera (precisa ser o mesmo em todos os códigos) 

delta = 10x+*(-2) *% tamanho da partição da integral 


delta2 = 10+x(-2) 


def 


def 


def 


def 


funcao(r,1): 

à = NMAX -1 

soma = 0 

while(i >= 0): 
soma = soma+r + A[i,1] 
i=i-ili 


return math.pow(r,1)+*soma 


funcao2(r,1,k): 
u = funcao(k+r,1)+*r 
return uu 


gerarnormas (ro): % calcular as normas usando regra de Simpson (normas das autofunções) 


for li in range(L MAX+1): 
print ((1i/(L MAX+1))+100," 4!) 
for rt in range(R MAX): 
integral = 0 
k = B[rt,1i]/rO 
x=0 
while(x <= r0): 


integral += (delta/6)+*(funcao2(x,1i,k) + 4*funcao2(x+(0.5+delta),1i,k) + funcao2(x+delta,li,k)) 


x += delta 


Clrt,1il] = math.sgrt(integral) 


% salvar os dados em um arquivo de texto 


norm file = open(filenamenorm, "w" 
for row in C: 
np.savetxt (norm file, row) 


norm file.close() 


gerarnormas2(): & calcular as normas usando regra de Simpson (normas do intervalo infinito) 


for li in range(L MAX+1): 
print ((1i/(L MAX+1))+100," Y!) 
integral = 0 
r0 = 18 % número grande 
k = 1 

x=0 
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* tamanho da partição da integral no caso infinito 


* função esférica de Bessel 


* integrando da norma 


É progresso 


É progresso 
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while(x <= r0): 
integral += (delta/6)+(funcao2(x,1i,k) + 4+funcao2(x+(0.5+*delta),1i,k) + funcao2(x+delta,li,k)) 
x += delta2 
D[1i] = math.sgrt(integral) 
É salvar os dados em um arquivo de texto 
norm file2 = open(filenamenorm2, "w") 
np.savetxt (norm file2, D) 
norm file2.close() 


return 1 
print ("Gerando normas...') 
gerarnormas (r00) % normas para as autofunções 
ágerarnormas2() % normas para intervalo infinito 


print ("Pronto!") 


H.1.3 Gráfico das funções 


import numpy as np 
import math 
import matplotlib.pyplot 


import os 
N MAX = 200 
L MAX = 6 
R MAX = 9 


dirname = os.path.dirname( file ) 
filenamecoef = os.path.join(dirname, 'besselcoef.txt') 
filenamenorm2 = os.path.join(dirname, 'besselnorm2.txt') 


A = np.loadtxt (filenamecoef) .reshape(N MAX, L MAX+1) % ler matriz dos coeficientes 
D = np.loadtxt (filenamenorm2).reshape(L MAX+1) % ler matriz das normas 
lmax = 2 % plotar até qual 1 
linit = O é plotar a partir de qual L 
x=0 É começo 
xf = 20 % fim 
npartes = 3000 * quantidade de pontos a serem calculadoss 
def funcao(r,1): *% função esférica de Bessel 
i = NMAX-1 
soma = O 


while(i >= 0): 
soma = soma+r + A[i,1] 
i=i-l 


return math.pow(r,1)+*soma 
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ex = [] 
ey =[] 
ext = [] 
eyi = [] 


delta = (xf - x)/npartes 
ex1.append(0) 
ex1.append(xf) 
ey1.append(0) 
eyi.append(0) 


matrizvariavel = np.linspace(x,xf,npartes) 
matrizcalculos = np.zeros((len(matrizvariavel),L MAX+1)) 


for li in range(linit,lmax+1,1): 
for i in range(len(matrizvariavel)): 
matrizcalculos[i,li] = funcao(matrizvariavel[i],1i)/D[1i] 


1 = linit 

while(1l <= lmax): * plotar cada gráfico 
matplotlib.pyplot.plot (matrizvariavel, matrizcalculos[:,1],label='1 =! + str(1)) 
1+=1 


matplotlib.pyplot.plot(ex1, ey1) 

matplotlib.pyplot.title(label='Funções de Bessel esféricas normalizadas') 
matplotlib.pyplot.xlabel("r'") 

matplotlib.pyplot.ylabel("j(r)") 

matplotlib.pyplot.legend() 

matplotlib.pyplot.show() 


H.1.4 Expansão em autofunções de Sturm-Liouville 


import numpy as np 
import math 

import matplotlib.pyplot 
import os 


É nota: 
% essas três constantes precisam ser os mesmos do código que gera os coeficientes 


é e as que são usadas na expansão em autofunçções 


N MAX = 200 
L MAX = 6 
R MAX = 9 


dirname = os.path.dirname( file ) 


320 


14 


15 


16 


17 


18 


19 


20 


21 


22 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


30 


31 


32 


33 


34 


35 


36 


37 


38 


39 


40 


41 


42 


43 


44 


filenamecoef = os.path.join(dirname, 'besselcoef.txt') 


filenameraiz = os.path.join(dirname, 'besselroot.txt') 

filenamenorm = os.path.join(dirname, 'besselnorm.txt') 

A = np.loadtxt (filenamecoef) .reshape(N MAX, L MAX+1) % ler matriz de coeficientes 
B = np.loadtxt (filenameraiz).reshape(R MAX, L MAX+1) 4% Ler matriz de raízes 

C = np.loadtxt (filenamenorm) .reshape(R MAX, L MAX+1) % ler matriz das normas 

D = np.zeros(R MAX) % vetor dos coeficientes da expansão em autofunções 

1=0 % escolha um L 

delta = 10x*(-2) * precisão da integral 

r0 = 3 É raio da esfera de vácuo 

ncoeficientes = 9 % número de coeficientes da expansão em autofunções 


if (ncoeficientes > D.size): 
raise Exception("Não há raízes suficientes!") 


def funcao(r,1): *% função esférica de Bessel 
i = NMAX-1 
soma = O 
while(i >= 0): 
soma = soma+r + A[i,1] 
i=i-li 


return math.pow(r,1)+*soma 


def g(x): * qualquer função quadrado-integrável em [0,70] 
return math.pow(math.e,0-math.pow((x-(1/5)*r0),2)) 


def funcintegra(r,ki,rt,1): % usado na integral dos coeficientes da expansão 


return g(r)+*funcao(ki*r,1)*r*r/C[rt,1] 


def calcularcoord(): * calcular coeficientes da expansão usando regra de Simpson 
for rt in range(R MAX): 

k = B[lrt,1]/r0O 

integral = 0 

x=0 

while(x <= r0): 
integral += (delta/6)+(funcintegra(x,k,rt,1) + 4+funcintegra(x+(0.5+*delta),k,rt,1l) + funcintegra(x+de 
x += delta 


D[rt] = integral 


ex = [] 
ey = 1] 
ext = [] 
eyt = [] 
ey2 = [] 
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* parâmetros para imprimir o gráfico 


x = 0 É inicio 
xf = 3 % fim (geralmente é rO, pois a convergência não é assegurada para r > TO) 
npartes = 1000 *% número de partições 


delta2 = (xf-x)/npartes % tamanho das partições 


* colocar o eixo 1 
ex1.append(0) 
ex1.append(xf) 
ey1.append(0) 
ey1.append(0) 


def expansao(r): * calcular a expansão em si 
soma = O 
for rt in range(ncoeficientes): 
k = Blrt,1]/roO * para cada raiz 'rt', um 'k' diferente 
soma += D[rt]+funcao(k+r,1)/C[rt,1] * o somatório da expansão 


return soma 


print ("Calculando coordenadas...") 
calcularcoord() 


print ("Calculando a expansão...") 


*% calcular a expansão para cada 'x' para imprimir o gráfico 
while(x <= xf): 

ex.append(x) 

ey .append (expansao (x)) 

ey2.append(g(x)) 

x += delta2 


print ("Pronto!") 


matplotlib.pyplot.plot(ex, ey, label='exp') % label='l = 0" 

matplotlib.pyplot.plot(ex1, ey1) 

matplotlib.pyplot.plot(ex, ey2, label='g(r)') 

matplotlib.pyplot.title(label='Expansão em autofunções de Bessel esféricas com 1 =! + str(1)) 
matplotlib.pyplot.xlabel("r'") 

matplotlib.pyplot.ylabel("g(r)") 

matplotlib.pyplot.legend() 


matplotlib.pyplot.show() 


I Polinômios de Legendre 
Sejam P(x) as funções que satisfazem a equação diferencial de Legendre 


(1-2º)P"(x) -22P (2) +AP(2)=0 (464) 
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ou equivalentemente 
P"(x) - wºP"(x) -22P'(x) +AP(2)=0 (465) 


As funções 1 — «2 e —2x em (464) são analíticas e portanto podemos resolvê- 
la usando o método das séries de potências centradas em x = O. Mas como 
1-— «x? se anula em x = +1, então a equação possui singularidades em x = +1 
e consequentemente a convergência da solução obtida pelo método de série de 
potências estará restrita ao intervalo (—1,1). Fazendo 


P(a) = > Ant” (466) 
n=0 
então ue 
P'(a) = > Nan” 
n=0 
P'(ax) = >, n(n — Dag"? — > n(n= Dao"? = >(m +2)(n + Danos” 
n=0 n=2 n=0 
Inserindo essas expressões em (465), obtemos 
> (n+2)(n+1)ans2n" —a? > n(n—-N ana" *—2a se nang"TI+A >, Ant” = O 
n=0 n=0 n=0 n=0 
o [(n + 29(n + Dans2 — n(n — Da, — 2na, + Aanjx” = 0 
n=0 


Devido à independência linear dos monômios x”, temos que Yn > 0, 


(n + 2)(n + Dan+2 — n(n — Dan — 2na, + Aan = 0 


(n + 29(n + Dano = In(n — D +2n— À an 
= In(n+1) — Alan 
e portanto a relação de recorrência é 


[In(n+ 1) — Ala, 
(n + 2)(n + 1) 


Ant? = Yn > 0 (467) 


com ag e ay arbitrários. Isso significa que os coeficientes pares dependem do 
valor de ay enquanto que os ímpares dependem de aj. Então podemos escrever 
a solução na forma 


P(a) = 3 ant” + E RR o (468) 
n=0 n=0 


323 


Se n é muito grande, podemos desprezar À, no que resulta na aproximação 


n(n + Dan n 
=x An 
n+2(n+1) n+2 


An+2 ( 


Para os coeficientes ímpares, temos 


2n+1 
n43 E —— ao 469 
Glan+3 5 soy gia (469) 
Os primeiros termos são 
à a 3 a 
o a =0=>— 
3=3 CR 
o 5. a a 
vd ma MA, dg = — 
7 == = 
Isso nos sugere que 
a 
ni E 470 
a RO) 
Usando a relação de recorrência (469), temos que 
2n+1 2n+1 aq a 
[0R n >2>————q n — . = 
Cons O RAE Dn pl DAS 


o que prova (470) por indução. 
Fazendo ag = 0 e ay = 1, obtemos 


rt 


Rosa 


n=0 


Agora vamos verificar o comportamento dos coeficientes fmpares de P(x) quando 
x — 1. Temos que 


lim P(x) = SE l 
n=0 


21 2n + 1 


Uma vez que f(x) = é sempre positiva em «x > 0 e ela possui uma 


1 
22x +1 
derivada sempre negativa nesse intervalo, podemos usar o teste da integral (2.8) 
para verificar se a série 5: 1/(2n + 1) converge ou não. Temos que 


k 
da 1 1 
hi = — lim In(2 D)-<1 
e A pe e 
que diverge. Ou seja, P(x) diverge em « = 1. 

Para os coeficientes pares, temos 


2n n 


E A de E 


(ATI) 


Agn+2 E 


324 


Como essa é uma aproximação, vamos considerar que a» £ 0, e então os 
próximos termos serão 


1 2 2 as 
aq = sã Ag q44 3 942 3 
5 (05) a as 
8 10: =-GA 
4 10 
o que sugere 
(4) 
An SS — 
n 


Substituindo essa expressão na relação (471), vemos que ela é satisfeita para 
todos os termos. E então, para a parte par de P(x) temos 


K Ee AZ, 420 as 
dim, Po) = Do (EP = ) 00 


n=0 n=0 


que também diverge, conforme vimos no exemplo (2.3). Ou seja, P(x) diverge 
tanto em x = 1 quanto em x =-—l1. 

Se quisermos evitar essa divergência em x = «1, será preciso escolher À 
de forma que trunque pelo menos uma das séries de (468) para torná-la uma 
soma finita. Ao verificar a relação de recorrência (467), vemos que À = I(l + 
1) para um | inteiro não-negativo é suficiente para tal. Se | for par, a série 
das potências pares será finita, mas a série das potências ímpares continuará 
divergindo. Para evitar isso devemos escolher ay = O para anular a série das 
potências ímpares. Analogamente, se | for ímpar, a série de potências ímpares 
será finita e devemos escolher ag = 0. As soluções serão, portanto, polinômios. 
Esses são denominados de polinômios de Legendre. 


E In(n + 1) =U(1+1) 
n(n + 1) — + An 
fem! > 
An+2 (+ 3(n 1) VYn >0 (472) 
segue que 
LA D-(1+D]a 
42 = =0 


(+ 9(L+1) 
e portanto a potência não-nula mais alta do polinômio será l, o que implica em 
um polinômio de grau 1. 

Além disso, devido as imposições aa = O sel é pare ag = O se | for ímpar, 
então a equação 


P(a) = > Gant + e RIR radio (473) 
n=0 n=0 


nos diz que se | for par, o polinômio de Legendre de grau | só terá potências 
pares, o que implica em uma função par. Analogamente, se | for ímpar, o 
polinômio será ímpar. 
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1.1 Normalização das funções associadas 
Teorema 1.1. Sejam as funções P”" (x) dadas por 


1 dim 


Pr(a) — ad x e o ER (1 Ro 22)! i>m 


Então 


a EA do a [Ra da 21 : E aaa Re 


Demonstração. O quadrado de P/” (x) é dado por 


1 


da dim j dim 
ra! 


1— 3º) data (1 x?) data (1 22)! 


Ler (a)]P = (1) 


e portanto 


1 sa ; 1 1 a dim o dim mi 
A [PP (a)]" dae = PP (1— x?) angall q) aaa (À q)" da 


1 —1 


Iremos realizar uma integração por partes | + m vezes, integrando o termo 
dim 


dgt+m 
integral terá um fator (1 — «?)”, e então sempre será zero, uma vez que os 
limites de integração são —1 e 1. Logo 


(je ad e 2 
Aim = (UP GM x?) deiem (1 x ) aaa ih ) da 


(1— 22)! e derivando o restante. O termo que aparecerá fora de qualquer 
do 


onde o fator (—1)!+" veio da integração por partes aplicada | +m vezes. 
Agora vamos usar a fórmula de Leibniz para a derivada do produto, 


dgt+m dam k dy dg2ll+2m—k 


k=0 


Sabemos que (1 — x2)! é um polinômio de grau 21, enquanto que (1 — «2)” tem 
grau 2m. Isso significa que se k > 2m, a primeira derivada será nula. E se 
21 +2m — k > 2, a segunda derivada será nula. Então segue que os únicos 
termos não nulos serão aqueles que k satisfaz 2m < k < 2m, ou seja, um único 
termo em que k = 2m. Então a derivada do produto simplifica para 


l+m l4+m 
d as E 


E 2m du+2m—2m 
22) (a z2) = md 2m 
dgt+m dagttm dam dyg2l+2m—2m 


l+m m a 
E ( 2m ) mi ) qa ge 


l+m l+m lim k 2l+2m—k 
d [a 22? d a 2] a » Ro d (1-02y" d (1-2?) 


2)! 


Para encontrarmos os valores dessas derivadas de ordem 2m e 21, precisamos 
expandir as potências de (1 — x2) usando o teorema binomial, 


(1 02)? = 3» (7) (=a?)mor = Ser (7) gUm-") 


e então 


dd 2m q mr [MM dia 2 

= - (mr) 

dam a id ) E Det) r dam” 
r=0 

O único termo que não será nulo será quando r = 0, ou seja, 


dem » m dêem ã 
no m=-(—9” m 
doam (1 Ra) (=) (6) mma 
= (—-D)”(2m)! 
De maneira totalmente análoga, 
d! 241 | 
(= 2?) = (00! 


Substituindo todas essas expressões na integral e sabendo que 


(=; mr (+ m)! 


2m = 


ml tm-2m! (Qml(l-m)! 


iremos obter 


gm yi+m + m)! A D) 
E ap CO aid — mo) fa 22) de 
(2)! Utm! [1 2 
> iu (-m)! fa da E) 


Para calcular a integral que resta, iremos fazer a substituição «x = cos(0), dx = 
— sin(0) dô, de forma que 


(1-2)! = (1 — cos2(9))' = (sin?(0))' = (sin(6))? 
1>5>-1l> 057 e 251=>050 


e então 


1 0 as 
/ (1-2?) dy = f —(sin(9))2 sin(9) dg = E (sin(9))2+! dg 


Í 


Ágora precisamos usar o fato de que 


a (sin"=!(9) cos(9)) = (n — 1) sin""2(9) cos?(9) — sin” (9) 
= (n— 1) sin?"2(9)(1 — sin?(0)) — sin” (0) 
= (n— 1)sin"-2(9) — (n — 1) sin” (9) — sin” (6) 
(n — 1) sin""2(0) — nsin” (0) 
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e portanto 


sin” (0) = fudendo, sin"2(9) — E (sin”"!(9) cos(0)) 


Aplicando a integral em ambos os lados em um intervalo O < 0 < 7, obteremos 


a sin” (0) do = Ih uu sin""2(9) do — / E. (sin"”!(9) cos(9)) do 
2 =) 4 sin""2(9) do — E (sin””!(0) cos(0)) 
n 0 n 


(0) 
Ed ) E sin"-2(0) do 
(0) 


E então temos que 


[emo do = vm [emo do 


a 2-2 [7 
me E ES in(0 21-3 dQ 
a1m=1), CNO) 


a A-22-4 ff 
= in(0 21—5 [4] 
stars |, (Sin(o) E 


Iterando várias vezes até chegarmos no sin! (x), 


Ea 2! 2-2 -4 2 ii 
: 2141 : . : 9 
| (sin(6)) do = Ma = DIES CO 5, sin(6) d 


m 


Sabendo que , sin(0) do = 2, 
0 


22 U-22U-42]-6 2 21 2(1 


 2(p=052(=8) 2 
NET Sob CS a 


ET Op Di=0- Dj= br VS 
9 
Dre DO Sar Bal 


e que 


CI+U(I-N(2-3)-....3-1 (+ 1)! (st 


ads 20=a OM 


então 


21 


1 , a ti o! Ra CD 
Rc Yao = [ (sin(6))2+ U=2 (ear) Eai 


Finalmente, colocando esse resultado na expressão (474), obteremos 


A = (20! (rm 22H12 
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o que completa a demonstração. E 


I.2 Códigos em Python 


1.2.1 Gerador de coeficientes da série de Taylor 


import numpy as np 
import os 


dirname = os.path.dirname( file ) 
filename = os.path.join(dirname, 'legendrecoef .txt') 


L MAX = 25 * número de funções de Legendre associados (L = O até L MAX-1) 
N MAX = L MAX+1 * número de coeficientes da série de taylor 
M MAX = 10 é número de arrays de funções de Legendre (uma para cada m, dem = 0 até m = MMAX-1) 


% a escolha N MAX = L MAX + 1 se deve por causa do truncamento que ocorre em lL-m. Como m pode ser zero, 


é o tamanho máximo do vetor dos coeficientes será Ligeramente acima de L por precaução. 
salvar = True  % escolha salvar ou não 


if(M MAX > L MAX): 
ch = input("Aviso: M > L fará algumas funções divergirem em +-1. Manter assim ou limitar M? (y/n)") 
if(ch != "y'): 
M MAX = L MAX 


else: 
N MAX = 200 * alterando número de coeficientes da série de Taylor 
A = np.zeros((N MAX,L MAX,M MAX)) % matriz SD dos coeficientes para cada l e para cada m 
def pot (mi,l,parimpar): &% fase de CondontShortley + correção 
Hfase de CondontShort Ley 
i=0 
r=1 
while(i < mi): 
te sd 
Ate À 


É correção de sinal 
if (parimpar == 0): 
if((1-mi+2) ) 4 == 0): 
F += =1 
else: 
i£f((I-mi+i) 4 ==0): 


r %= -l 
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return r 


def calcularcoef(): * usar a relação de recorrência e guardar os resultados no vetor A 


for mi in range(M MAX): 


print ((mi/M MAX)*100," 4") É progresso 
for li in range(mi,L MAX,1): 41 >=m 
if((1li-mi) 4 2 == 0): * l-m é par 
A[O,1i,mil] = pot(mi,1i,0) % a0 = 1 ou-1 (fase de CondontShortley) 
A[1,1i,mi] = O gat =0 
for n in range(0,N MAX-2,2): ácalcular coeficientes 


A[n+2,1i,mi] = ((n+mi)+*(n+mi+1) - 1ix(1i+1))+A[n,1i,mi]/((n+2)+(n+1)) 


else: % lL-m é impar 
A[O,1i,mi] 0 %a0 = 0 


A[1,1i,mi] = pot(mi,li,1) % al =1 ou-1 (fase de CondontShortley) 


for n in range(1,N MAX-2,2): 4 calcular coeficientes 


é relação de recorrênc 


Aln+2,1i,mi] = ((n+mi)*(n+mi+1) - lix(1i+1))+*A[n,1i,mil]/((n+2)+*(n+1)) é relação de recorrênci 


if(salvar): 
*% salvar os dados em um arquivo de texto 
coef file = open(filename, '"w" 
for row in A: 
np.savetxt(coef file, row) 
coef file.close() 


return 1 


print ("Calculando coeficientes...") 
calcularcoef() 


print ("Pronto!") 


1.2.2 Gerador das normas das funções associadas 


import numpy as np 
import math 
import os 


dirname = os.path.dirname( file ) 
filename = os.path.join(dirname, 'legendrenorm.txt') 


filenamecoef = os.path.join(dirname, 'legendrecoef .txt') 


É nota: 
É essas três constantes precisam ser os mesmos do código que gera os coeficientes 


É e as que são usadas para fazer gráficos 


L MAX = 25 *% número de funções de Legendre associados (l = O até L MAX-1) 
N MAX = L MAX+1 * número de coeficientes da série de taylor 
M MAX = 10 * número de arrays de funções de Legendre (uma para cada m, dem = 0 até m=M MAX-1) 
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if(M MAX > L MAX): 
print("Aviso: M > L terá normas divergindo em +-1. Encerrando algoritmo.") 


exit 0) 
A = np.loadtxt (filenamecoef) .reshape(N MAX, L MAX,M MAX) É* ler matriz de coeficientes 
C = np.zeros((L MAX,M MAX))  &% matriz onde ficarão guardadas as normas das funções de Legendre associadas 
delta = 10x*(-2) *% tamanho da partição da integral (precisão) 


def funcao(x,1l,m): & função de Legendre associada (série de Taylor vezes o fator (1-2"2)"m/2) 
à = 1=m 
soma = O 
while(i >= 0): 
soma = soma+x + A[i,1,m] 
i=i-i 
fator = 1-(x+x) 
if(fator*fator >= 0): % correção de erro de domínio do math.pow 
return math.pow(fator,0.5+*m)+soma 
else: 
return O 


def funcao2(x,1,m): *% integrando da norma (não calcular o mesmo valor duas vezes, economizar tempo computacio 
u = funcao(x,1,m) 


return u*u 


def gerarnormassimpson() : * calcular as normas usando regra de Simpson 


for mi in range(M MAX): 


print ((mi/M MAX)*100," 4") É progresso 

for li in range(mi,L MAX,1): 41 >=m 
integral = O 
x = -0.99 % integral de -1 até 1 
while(x <= 0.99): É regra de Simpson 


integral += (delta/6)*(funcao2(x,li,mi) + 4+funcao2(x+(0.5+*delta),li,mi) + funcao2(x+delta,li,mi) 
x += delta 
C[li,mil = math.sgrt(integral) % a norma é a raiz quadrada do produto interno da função com ela n 
* salvar os dados em um arquivo de texto 
norm file = open(filename, '"'w') 
for row in C: 
np.savetxt (norm file, row) 


norm file.close() 


print ("Gerando normas...') 
gerarnormassimpson() 
print ("Pronto!") 
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1.2.3 Gráficos das funções associadas 


import numpy as np 
import math 
import matplotlib.pyplot 


import os 


% nota: 
É essas três constantes precisam ser os mesmos do código que gera os coeficientes 


É e as que são usadas para gerar as normas. 


L MAX = 25 *% número de funções de Legendre associados (l = O até L MAX-1) 
N MAX = L MAX+1 % número de coeficientes da série de taylor 
M MAX = 10 é número de arrays de funções de Legendre (uma para cada m, dem = O até m = MMAX-1) 


dirname = os.path.dirname( file ) 


filenamecoef = os.path.join(dirname, 'legendrecoef.txt') 


filenamenorm = os.path.join(dirname, 'legendrenorm.txt') 


A = np.loadtxt (filenamecoef) .reshape(N MAX, L MAX,M MAX) É* ler matriz de coeficientes 
C = np.loadtxt (filenamenorm) .reshape(L MAX, M MAX) % ler matriz das normas 
normalizar = True % normalizar ou não as funções 

cossenos = False é colocar ou não cossenos no argumento das funções 

npartes = 3000 * número de cálculos da série de Taylor 

m=1 % escolha um m 

lmax =m + 5 % plotar até qual L 

linit=m+0O %* plotar a partir de qual L 


É limites do eixo x do gráfico 


if(cossenos != 1): 
xi = -1 
xf =1 

else: 
xi = 0 


xf = math.pi 


def funcao(x,1l,m): & função de Legendre associada (série de Taylor vezes o fator (1-2"2)"m/2) 
à = 1-m 
soma = O 
while(i >= 0): 
soma = soma+x + A[i,1,m] 
i=i-i 
fator = 1-(x+x) 
if(fator*fator >= 0): % correção de erro de domínio do math.pow 
return math.pow(fator,0.5+*m)+soma 
else: 


return O 
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ex = [] 


ey =[] 
ext = [] 
eyi =] 


é plotar eixo x 
ex1.append(xi) 
ex1.append(xf) 
ey1.append(0) 
eyi.append(0) 


matrizvariavel = np.linspace(xi,xf,npartes) 


matrizcalculos = np.zeros((len(matrizvariavel),L MAX)) 


if (normalizar == 1): * normalizar ou não, assim como usar ou não cossenos 
if(cossenos == 0): 
for li in range(linit,lmax,1): 
for i in range(len(matrizvariavel)): 
matrizcalculos[i,1i] = funcao(matrizvariavel[il,1i,m)/C[1i,m] 
else: 
for li in range(linit,lmax,1): 
for i in range(len(matrizvariavel)): 
matrizcalculos[i,1i] = funcao(math.cos(matrizvariavel[i]),1i,m)/C[1li,m] 
else: 
if(cossenos == 0): 
for li in range(linit,lmax,1): 
for i in range(len(matrizvariavel)): 
matrizcalculos[i,1i] = funcao(matrizvariavel[il,li,m) 
else: 
for li in range(linit,lmax,1): 
for i in range(len(matrizvariavel)): 


matrizcalculos[i,1i] = funcao(math.cos(matrizvariavel[i]),1i,m) 


1 = linit 

while(l < lmax): * plotar cada gráfico 
matplotlib.pyplot.plot (matrizvariavel, matrizcalculos[:,1],label='1 =! + str(1)) 
1+1 


matplotlib.pyplot.plot(ex1, ey1) 

matplotlib.pyplot.title(label='Funções de Legendre associadas com m = ' + str(m)) 
matplotlib.pyplot.xlabel ("x") 

matplotlib.pyplot.ylabel("P(x)") 

matplotlib.pyplot.legend() 

matplotlib.pyplot.show() 
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I.2.4 Gráficos dos harmônicos esféricos 


from math import x 

import matplotlib.pyplot 

from numpy import zeros, arctan, arccos 
from pylab import imshow, show 

import numpy as np 

import matplotlib.pyplot as plt 


import os 

L MAX = 25 *% número de funções de Legendre associados (l = O até L MAX-1) 

N MAX = L MAX+1 % número de coeficientes da série de taylor 

M MAX = 10 é número de arrays de funções de Legendre (uma para cada m, dem = 0 até m = MMAX-1) 


dirname = os.path.dirname( file ) 


filenamecoef = os.path.join(dirname, 'legendrecoef.txt') 


filenamenorm = os.path.join(dirname, 'legendrenorm.txt') 


A = np.loadtxt (filenamecoef) .reshape(N MAX, L MAX,M MAX) É* ler matriz de coeficientes 
C = np.loadtxt (filenamenorm) .reshape(L MAX, M MAX) % ler matriz das normas das funções de Legendre 
npartes = 150 * número de Linhas e colunas, ou seja, haverão npartes ao quadrado de pontos 
m=1 % escolha um m 
L= 1 % escolha um L 
if(m > 1): 
print("Erro: M > L") 
exit O 
xi = 0 * começar a calcular as funções associadas de Legendre normalizadas com cossenos 
xf = pi 
delta = (xf - xi)/npartes % distância entre variáveis para computar a função 
normalizacao = 1/sgrt(2+*pi) % constante para normalizar a parte azimutal 


def legendre(x,1l,m): & função de lLegendre associada (série de Taylor vezes o fator (1-2"2)"m/2) 
i = 1=m 
soma = O 
while(i >= 0): 
soma = soma+x + A[i,1,m] 
i=i-i 
fator = 1-(x+x) 
if(fator*fator >= 0): % correção de erro de domínio do math.pow 
return math.pow(fator,0.5+*m)+soma 
else: 
return O 


n = npartes & quantidade de pontos por linha/coluna 
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thetas = np.linspace(0.01,pi,npartes) % valores de theta, 0 a pi 
phis = np.linspace(0,2*pi,npartes) * valores de phi, O a 2xpi 
harmonicos = np.zeros((len(thetas),len(phis))) 4 valores de Yim 


for theta in range(len(thetas)): % calcular o Ylm em todos os pontos da esfera 
for phi in range(len(phis)): 
harmonicos [theta,phi] = normalizacao*(cos (m+*phis [phil]))+*legendre(cos(thetas [theta]),1,m)/C[1,m] 


matrizvelha = zeros([n,n], dtype = float) 


% Limites do plot do gráfico (e do domínio a ser usado) 
H eixo v: phi / eixo y: theta 

left = 0 

right = 2+*pi 

bot = O 

top = pi 


def harmonic(x,y): % converter x e y do gráfico nos parâmetros de theta e phi 
i = int(np.floor(npartes*(y/pi)-1)) 
j = int(np.floor(npartes*(x/(2xpi))-1)) 
return harmonicos[i,j] 


* função de duas variáveis 
def funcao(x,y): 
return harmonic(x,y) 


*% função de duas variáveis em coordenadas polares (não usado) 
def pfuncao(r,theta): 
return theta 


* calcular theta (se for preciso) 
* obs: theta das coordenadas polares do gráfico 
def artheta2(x,y,r): 
if(r != 0): 
if(y >= 0): 
return arccos(x/r) 
if(x < 0): 
return pi + arctan(y/x) 
if(x == 0): 
return 3xpi*0.5 
return pi + pi + arctan(y/x) 
return O 


i=0 
j=0 
while(i < n): 


x = (right-left)*i/(n-1) + left é calcular o 'z' em termos do índice à 
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while(j < n): 


y = (bot-top)*j/(n-1) + top * calcular o 'y' em termos do índice j 

r = sgrt(x+x+y+y) % calcular o r em coordenadas polares 

theta = artheta2(x,y,r) * calcular o theta em coordenadas polares 
matrizvelhalj,i] = funcao(x,y) * função de duas variáveis em coordenadas cartesianas 
ámatrizvelhalj,i] = pfuncao(r,theta) * função de duas variáveis em coordenadas polares 


é obs: as coordenadas polares são em relação ao plano do gráfico, e não às grandezas dos parâmetros usados 
% Por isso estamos usando coordenadas cartesianas. 


je 


matplotlib.pyplot.xlabel("Phi") 

matplotlib.pyplot.ylabel("Theta") 

matplotlib.pyplot.title(label='Harmônicos esféricos comm = ' + str(m) + !'el=!+str(1)) 
imshow(matrizvelha, cmap='jet', extent=[left, right, bot, top]) “% imprimir gráfico 


plt.ylim(pi, 0)  &£ inverter eixo y, assim a parte de cima é theta = O 


eixocor = plt.axes([0.10, 0.89, 0.8, 0.06]) É barra de cores 
plt.colorbar(cax=eixocor,orientation = 'horizontal') 
show () 


J Polinômios associados de Laguerre 


J.1 Códigos em Python 


J.1.1 Gerador de coeficientes 


import numpy as np 


import math 


import os 

POL MAX = 25 % número de polinômios de Laguerre associados 

N MAX = POL MAX+1 % número de coeficientes da série de taylor 

L MAX = 2 * relacionado ao indice superior do polinômio de Laguerre associado (para o átomo de hidro 


dirname = os.path.dirname( file ) 


filenamecoef = os.path.join(dirname, 'lagcoef.txt') 
A = np.zeros((N MAX,POL MAX,L MAX+1)) % matriz 3D dos coeficientes para cada polinômio e para cada L em 21+1 


def calcularcoef(): * usar a relação de recorrência e guardar os resultados no vetor A 
for npol in range(POL MAX): 
for li in range(L MAX+1): 
A[O,npol,1i] = a0(npol,1i) 
for n in range(N MAX-1): 
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A[n+1,npol,1i] = 2*(n-npol)*A[n,npol,1i]/((n+1)*(n + 2xli + 2)) % relação de recorrência do á 


Hprint("pol =", npol, "/lL=",li,"/ coef",n+1," =", Alnti,npol,lil) 
if (A[n+1,npol,1i] == 0): 
break 


É salvar os dados em um arquivo de texto 
coef file = open(filenamecoef, "w" 
for row in A: 
np.savetxt(coef file, row) 
coef file.close() 
return 1 


def a0(npol,li): * calcular constante inicial 
prod = 1 
for k in range(npol): 
prod *= li +k+ 1 


return prod/math.factorial (npol) 


def funcao(x,nl,li): * Polinômio do átomo de hidrogênio (Laguerre modificado) 
soma = O 
for n in range(N MAX-1): 
soma += A[n,nl,1i]+math.pow(x,n) 
return soma 


print ("Calculando coeficientes...") 
calcularcoef() 


print ("Pronto!") 


J.1.2 Gerador das normas 


import numpy as np 
import math 


import os 

POL MAX = 25 % número de polinômios de Laguerre associados 

N MAX = POL MAX+1 % número de coeficientes da série de taylor 

L MAX = 2 é relacionado ao indice superior do polinômio de Laguerre associado (para o átomo de hidro 


dirname = os.path.dirname( file ) 
filenamecoef = os.path.join(dirname, 'lagcoef.txt') 


filenamenorm = os.path.join(dirname, 'lagnorm.txt') 


= 
] 


np.loadtxt (filenamecoef) .reshape(N MAX,POL MAX,L MAX+1) * ler matriz dos coeficientes 
np.zeros((POL MAX,L MAX+1)) % matriz das normas para cada L 


aq 
" 
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delta = 10+*(-2) * precisão da integral 


xf = 30 * número muito alto, integral infinita 


def funcao(x,nl,1i): & Polinômio do átomo de hidrogênio (Laguerre modificado) 
à = NMAX -1 
soma = A[i,nl,1lil*x + A[i-1,nl,1i] 
i = i-2 
while(i >= 0): 
soma = soma+x + A[i,nl,1i] 
i=i-i 


return soma 


def funcao2(x,npol,li): % o integrando do cálculo da norma 
u = math.pow(x,li)+math.exp(-x)+*funcao(x,npol,1i) 


return x+*u+u 


def gerarnormas(): % cálcular a intergal das normas usando regra de Simpson 
for nl in range(POL MAX): 
for li in range(L MAX+1): 
integral = O 
x=0 
while(xf >= x): 
integral += (delta/6)+*(funcao2(x,nl,1i) + 4+funcao2(x+(0.5+*delta),nl,1i) + funcao2(x+delta,nl,li) 
x += delta 
C[n1,1i] = math.sgrt(integral) 
print (100+(nl/POL MAX), "y") 
% salvar dados em um txt 
norm file = open(filenamenorm, "w") 
for row in C: 
np.savetxt (norm file, row) 


norm file.close() 


print ("Gerando normas...') 
gerarnormas() 
print ("Pronto!") 


J.1.3 Expansão em autofunções de Sturm-Liouville 


import numpy as np 
import math 


import matplotlib.pyplot 


import os 

POL MAX = 25 % número de polinômios de Laguerre associados 

N MAX = POL MAX+1 % número de coeficientes da série de taylor 

L MAX = 2 é relacionado ao indice superior do polinômio de Laguerre associado (para o átomo de hidro 
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dirname = os.path.dirname( file ) 
filenamecoef = os.path.join(dirname, 'lagcoef.txt') 


filenamenorm = os.path.join(dirname, 'lagnorm.txt') 


A = np.loadtxt (filenamecoef) .reshape(N MAX,POL MAX,L MAX+1) 4 Ler matriz dos coeficientes 
C = np.loadtxt (filenamenorm).reshape(POL MAX,L MAX+1) 4 Ler matriz das normas 

D = np.zeros(POL MAX) % vetor dos coeficientes da expansão em autofunções 

1=2 % escolha um L 

delta = 10x*(-2) % precisão da integral 

xf = 60 %* limite do gráfico no eixo x 

ncoeficientes = 25 * número de coeficientes da expansão em autofunções 


if(ncoeficientes > D.size): 
raise Exception("Não há polinômios suficientes!") 
if(l > L MAX): 


raise Exception("modos '1' insuficientes") 


def funcao(x,nl,1i): & Polinômio do átomo de hidrogênio (Laguerre modificado) 
à = N MAX -1 
soma = A[i,nl,lil*x + A[i-1,nl,1i] 
i = i-2 
while(i >= 0): 
soma = soma+x + A[i,nl,1i] 
i=i-i 


return soma 


def g(x): * qualquer função quadrado-integrável em [0, +infinito) 
return math.sin(x) 


def funcintegra(x,nl,li): * o integrando do cálculo das coordenadas 


return g(x)+*math.pow(x,li+1i)+*math.exp(-x)+*funcao(x,nl,1i)/C[nl,1i] 


def calcularcoord(): é calcular as coordenadas da expansão 
for npol in range(POL MAX): 
integral = 0 
* = 0 
while(xf >= x): 
integral += (delta/6)+(funcintegra(x,npol,1) + 4+funcintegra(x+(0.5+*delta),npol,1) + funcintegra(x+de 
x += delta 


D[npol] = integral 


ex = [] 
ey = 1] 
ext = [] 
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eyt = [] 


ey2 = [] 

x=0 É inicio 

npartes = 1000 é número de partições 

delta2 = (xf-x)/npartes * tamanho das partições 


É imprimir o eixo x 
ex1.append(0) 
exi .append(xf) 
eyi.append(0) 
eyi.append(0) 


def expansao(x): * calcular a expansão em autofunções 
soma = O 
for npol in range(ncoeficientes): 
soma += D[npol]+math.pow(x,1)+math.exp(-x)+*funcao (x,npol,1)/C[npol,1] 


return soma 


print ("Calculando coordenadas...") 

calcularcoord() 

print ("Calculando os valores da expansão...') 

while(x <= xf): é calculando a expansão para cada 'x'! 


ex.append(x) 

ey .append(expansao(x)) 
ey2.append(g(x)) 

x += delta2 


print ("Pronto!") 


matplotlib.pyplot.plot(ex, ey, label='exp') % label='1 = 0" 

matplotlib.pyplot .plot(ex1, ey1) 

matplotlib.pyplot.plot(ex, ey2, label='g(x)') 

matplotlib.pyplot.title(label='Expansão em autofunções do átomo de hidrogênio com 1 =! + str(1)) 
matplotlib.pyplot .xlabel("x') 

matplotlib.pyplot.ylabel("g(x)") 

matplotlib.pyplot.legend() 


matplotlib.pyplot.show() 


K Identidade de Abel 


Teorema K.1 (Identidade de Abel). Dada a equação diferencial 


fa) + pla) f(x) + ala) f(x) =0 
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com p(x) e q(x) funções contínuas em um intervalo TI. Então o wronskiano das 
duas soluções linearmente independentes é dado pela expressão 


Wíx) = C-exp (- [tapas vz ET 


(o) 


Demonstração. Sejam duas funções fi(x) e fo(x) que satisfazem 


( 
1 (x) + pl) fila) + a(x) fia) = (475) 
2 (x) + p(x) fala) + ala) fala) = (476) 
Multiplicando (475) por fo(x), a equação (476) por o ) e subtraindo uma 
equação da outra, o termo proporcional a g(x) desaparece e ficamos com 


[fo (2) fi(x) — fala) fi (x)] + plx) - [filo fila) — filo)fo(m))=0 (477) 
Note que o segundo termo entre parênteses é o determinante da matriz wrons- 
kiana (a) (e) 

filx) fala | 
W(a) = det 
(o) = det | fi) fito 
enquanto que o primeiro termo entre parênteses é o determinante da matriz 
fia) fala) 
| Vo) fila) ao 


A matriz (478) é obtida derivando a última linha da matriz wronskiana e por- 
tanto, de acordo com o teorema (1.41), é a derivada da matriz wronskiana. Logo 
o primeiro termo entre parênteses é W'(a). 

Então a equação (477) fica 


W'(a) + p(a)W (x) = 0 


e então W'(a) 
E 
Wa) —p(x) 
O primeiro membro é a derivada de In(W (x:)) + D, com D constante e portanto 
d 
dg MW) + D) = —p(z) 


Integrando ambos os membros e usando o teorema fundamental do cálculo, 
obtemos 


e então, VYx E 1 temos 


onde C=e? 
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